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Resolucién de ejercicios seleccionados - Practica 4
Repaso para Final deMate 51 - 1 er cuatrimestre de 2020

Qué hay que saber?
+—t -t -t —t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F—F—F -+ —
Repaso Practica 4 :

Funciones Exponenciales y Logaritmicas

Estudiar teoriade lospdf' s:

funciones_exponencial _y logaritmica.pdf

Resolver Ejercicios: 1, 2, 3, 4a, 5c, 5d, 6a, 6b, 7, 8 y 11a
L R R R o R R R R R R
Comentarios tedricos :

Caracteristicas de la funcién exponencial y el logaritmo

funcién exponencial debasea f (x) =a*

Sia>1 a€eR

f (x) = a* es estrictamente creciente

Dom (f) = R

Imagen (f) = Rsyo

a®=1
lim a*=0 tiene AH en la recta horizontaly = 0 cuando x— -
X->-0

lim a* = +® no tiene AV

e= lim (1 +£]n

n->+o n
@ es un nimero irracional (tiene un desarrollo decimal infinito no periédico)
30 primeras cifras del numero @
e =~ 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574967
£ (x) =¥
Grafiquemos 2* , e* , 3*

graficoExponenciales = Plot[{@*, 2*, 3*}, {x, -2, 4}]
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35
30
25
20
15

10 2"

LA

f (x) = a* es estrictamente decreciente
Dom (f) = R

Imagen (f) = Rso

a®=1

lim a* = + no tiene AV

X->-00

lim a*=0 tiene AH en la recta horizontaly = 0 cuando x— +®
X->+00

o2 (3 (2] oo

1 X 1 X 1 X
Obsérvese que (—] =27, (—) =e* , (—J =3
2 e 3

y de acuerdo a 1o que vimos con composicién de funciones . cambios de escala

2* es similar al grafico de 2* rotado rigidamente alrededor del ejey

Idemcon @ * y 37*

HES

35

30

25

20

L B B B

Propiedades de la funcién exponencial debasea > 0:

suma exponentes : a* . at = a**t
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X
a x-t
resta exponentes : — =a
t
a
x\ t x-t
exponente de exponente: (&%) " =a

B R T R e

Funcién inversa de la funcién exponencial de base a € R,
La funcién exponencial de basea € R, £ (x) = a*

definida como £ : R—R,0 es biyectivay tiene inversa £!

1 1
ojof'eslainversade fynoesiguala — ; £l —
£ £

Su inversa se 1lama logaritmo en base a de x y se escribe como :

£ (x) = loga (x)

Por sudefiniciénde inversa f£!: R,0—R

Dom (loga (%)) =Rso

Imagen (logy (x)) =R

loga 1 =0 porquea’®=1 (si (0, 1) €Graf (£f)= (1, 0) € Graf (£1))

lim logz (x) = -® tieneAVen larectavertical x = 0 cuando x—0*
x->0*

lim logy (x) = +o» no tieneAH
X—>+00

Cuando labasea = e el logaritmoenbasee
se lo 1lama Logaritmo Neperiano 6 Logaritmo Natural
y se lo escribe 1n (x)

log.x=1nx

Cuando labase a = 10 el logaritmo enbase 10

se lo llama Logaritmo Decimal y se lo escribe 1og (x)

log;p x=1logx

Grafiquemos log; x , loge x = 1lnx , logs x

graficologaritmos = Plot[{Log[e, x], Log[2, x], Log[3, x]},

{x, 0, 4}, PlotRange » {{0, 4}, {-4, 2}}, AspectRatio —» 1.5]
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r log; x

In x

1+ logs x

-2

-3

-4

Grafiquemos log1 (x) , logi (x) , logi (x)
2 e 3
logi x, logi x , logy x

2 @ 3

1 1 1
graficologaritmobasemenorl = Plot[{Log[;, x] , Log[;, x] , Log[;, x] } ,

{x, 0, 4}, PlotRange » {{0, 4}, {-2, 4}}, AspectRatio » 1.5]
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r logq x

log 1 X />

- logq x
F 2
2L

B R T R o Rkt R

Propiedades de la funcién logaritmo debasea > 0:

producto log, (x-t) =1log; (x) + log, (t)
divisién : loga (i) - log, (x) - logas (t)

t
exponente : logs (x%) =t - logs (x) (t#0)

1
Nota : loga (—) = loga (1) - loga (x) = 0-loga (x)
X

1
entonces logj, (—) = - log, (x)
X

B T R o R o T e ah a
Propiedad de ser inversas : de la exponencial y el logaritmo en 1la misma base a
Sif (x) =a* y £!(x) =loga (x)

Veamos como se escriben la propiedades que dan la funcién identidad x

1) £, £ (x) =

I
»®
<

2) £ £ (x)

n
»®

1) £o £ (x) = £ (£ (x)) = £ (loga (x)) =a'9a ™ =x

lo que hace el logy (x) lo deshace a*



6 | Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

esdecir a'°% (*) - x

2) £, £ (x) = £ (£ (x)) = £ (a¥) = loga (a¥) = x

lo que hace a* lo deshace logs (%)

esdecir log, (a*) =x

Estas propiedades, de la composicién con la inversa, se aplicanasi:
ejemplo 1) tenemos la siguiente ecuacién para despejarx :

log3 (%) = '\/? (entonces para deshacer lo que hace log3 (x) lo deshaceel 3* )
aplico a ambos miembros 3 *:

log3 (%)

al miembro de la izquierda 3 = por propiedad 1) =x

3
2

al miembro de la derecha 3 V3 3 3 _ semultiplican los exponentes = 3

=43® =427 =343
finalmente :

log3(x)='\/? = x=v2 =3'\/?

ejemplo 2) tenemos la siguiente ecuacién para despejarx :

1
2* = — (entonces para deshacer lo que hace 2* 1o deshace el logy (x) )
2

aplico a ambos miembros el logj :
x 1
logy (2*) = logy (;)

= por propiedad2) logy (2*) =x

= por propiedad2) logp (27') = -1
1

Entonces igualando la soluciénde2*= — es x=-1
2

B O b o o S e e R R R R i s

Propiedad importante que vincula
la exponencial de base a con el logaritmo enbase a

logy (x) =t & a " =x

Ejemplo 1 :

logp (8) =2

a que numero hay que elevar labase 2 paraquede 8 ? Rta: 3
logp (8) =3 porquepor lapropiedad 2°=8
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Ejemplo 2 :

logl ('\/?) =t

3
1 t
t es tal que [—] =3
3

1 t
y como [—] = 3"t entonces escribimos :
3

1
2

obsérveseque V3 =3

1
2

3 comparando exponentes debe ser

3

e -

1
t=-—
2

B R R R R R R R R i o b ko o o S o S Ao o

Propiedad de cambiode base a :

para las funciones exponenciales

Todas las exponenciales de cualquier base son similares entre si
Para la exponencial de base "a" se puede poner en funcién de p¥- &
a* = blo% (a%) _ px-log (a)

Ejemplo :

5% - eloge (5%) _ eln (5%) _ X" In (5) _ eX-1n (5)

para las funciones logaritmicas

Todas las funciones logaritmicas de cualquier base, son similares entre si

lo x
Para la funcién logaritmica de base "a" se puede poner en funcién de logs (x)
B
logp (%)
log, (%) =
logy (2)

Veamos como queda escrita esta propiedad cuandob = e
es decir queremos cambiar de base "a" a base "e"

loge (x) 1n (x)

1 = ,
°da (x) loge (a) 1n (a)

Esta propiedad de cambio de base, es muy atil para el calculo con una
calculadoracientifica dado que no existe en la memoria de la calculadora
los logaritmos en bases diferentes que enbase "e" 6 enbase "10"

porque no es necesario

Con las calculadoras se pueden calcular logaritmos

sbloenbase "e" 6 enbase "10" estoes 1lnx 6 logx

| 7
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Ahora, como conocemos la propiedad de cambio de base, podremos calcular

el logaritmo de un nimero x en cualquier base "a"

Ejemplo : calcular logs (25)

aplicamos la peopiedad de cambio de base, de base "2" abase "e"

ln (25) _ 3, 2188758
1n (2) 0, 6931471

logs (25) = ~4,66438561

Calculemos lo mismo pero cambiando a base decimal 10 :

log (25) _ 1, 3979400

logy (25) =
92 log (2) 0, 3010299

~4, 6438561

Un dltimo ejemplo :
sabemos que log, (16) =4 porque 2°=16 ok
Calculemos con la calculadora haciendo cambio a base "e"

ln (16) _ 2, 7725887 _
ln(2) 0, 6931471

logs (16) =
B o b o s 2 o o 2 e o 2 2 o o o o o o o O S o T T A O S

PRACTICA 4

FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Ejercicio 1.- Graficar, hallar la imagen y dar la ecuacién de la asintota horizontal de 1.
a. f(x)=e +2 b. f(x)= o5
C. f(-)) —e -2 d. f(l) = e—x+1 +3
Ejla) f(x) =e*+2

Por lo visto con composicién de funciones - cambio de escala

f (x) = e* + 2 se obtiene como composicibéna izquierdadeg (x) = e*conx+2

Esta composicién afecta las imdgenes de la exponencial g (x)
mediante una traslaciénhacia arriba en 2 lugares

Es decir que siendo Imagen (g) = (0 , +oo) el conjunto imagen de f sera
Imagen (f) = (2, +o)

Veamos esto analiticamente :

recordemos que para calcular el conjunto Imagen de una funcién poniamosy = £ (x)

y despejabamos x como funciénde y mirando el "dominio" de la expresién que queda

y=e*+2 = y-2=e* = aplicandoel logaritmonatural a ambos miembros :



Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb | 9

1n (y - 2) = 1n (e*) = por propiedadde f compuesta con su inversadax = x
es decir:
1n (y - 2) =X

(ya despejamos x como funciénde y, ahoramiramos para cudles valoresdey

estd definida esta expresién)
Como el 1n esta definido para cuando el argumento es estrictamente positivo

deberdser y-2>0 = y>2 (esteeselcojuntoImagende f)

Entonces Imagen (f) = (2, +x)
Veamos laAHde f (x) = e*+2
paraello calculamos el 1limite cuando x » -~w de £ (x) y verifiquemos que de un nimero

lime*+2=0+2=2

X—>-0
entonces la recta horizontal y=2 esAH cuandox- -

Cuandox » +® no tieneAH pues lim e*+2 = +
X—->+00

Ej1lb) £ (x) = e**?

Por lo visto con composicién de funciones - cambio de escala

f (x) = e**! se obtiene como composicién aderechadeg (x) =e*conx+1

Esta composicién afecta las x de la exponencial g (x)

mediante una traslaciénhacia la izquierda en 1 lugar

Es decir que siendo Imagen (g) = (0 , +oo) el conjunto imagen de f sera
Imagen (f) = (0 , + oo) (las imagenes no cambian frente a esta traslacién)
Veamos esto analiticamente :

recordemos que para calcular el conjunto Imagen de una funcién poniamosy = £ (x)

y despejabamos x como funciénde y mirando el "dominio" de la expresidn que queda

y=e = para deshacer los que hace la exponencial

aplicamos el logaritmo natural a ambos miembros :

1n (y) = 1n (e’”l) = 1ln (y) = (x+1) -1ln (e) = (x+ 1) cl=x+1
despejando x queda :

In (y) -1=x

aca vemos que la cuenta se podra hacer en lamedidaquey > 0

(sélo se puede sacar logaritmo de nimeros estrictamente positivos)

Entonces Imagen (f) = (0, +x)
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como habiamos sospechado de 1la traslacién 1l lugar hacia la izquierda sin cambiar las
imigenesdeg (x) = e* g (x+1) = e***
Veamos la AHde f (x) = e**!
paraello calculamos el 1limite cuando x » -~ow de £ (xX) y verifiquemos que de un nimero

lime**' = lime*.e! =e- lime*=e-0=0
X->-00 X->-00 X->-00

entonces la recta horizontal y=0 esAH cuandox- -

Cuandox » +® no tiene AH pues lim e**! = +o

X->+00
Ejlc) f(x) =e*-2

Por lo visto con composicién de funciones - cambio de escala

f (x) =e™*-2 seobtiene comounacombinaciénde traslacionesy rotacionesdeg (x) = e*
Veamos cudl es esta combinacién :

partimos de e* — componemos con - x a derecha para que de e™*

X

g(x)=e* y h(x) =-x = goh(x)=g(h(x)) =g (-x)=e’

esta composicién genera una rotacién rigida respecto al ejey

(Ver tabla resumen en Comentarios teéricos de composicién de funciones - cambio de escala)
Ya tenemos e™*

Nos falta componer a izquierdaconm (x) = x - 2 para "bajarla" en 2 lugares

Mo (Joh (x)) =m (e7™) =e™-2

Efectivamente ésta tltima es una traslaciénen 2 hacia abajo

(semodifican las imagenes)
Resumiendo :

¥ -2 se traduceen

e*—se*—e”
rotacién rigida de e* alrededor del ejey y luego una traslaciénhacia abajoen 2

Si viéramos el grafico veriamos que las imagenes se vieron afectadas

al trasladar haciaabajoen2

Imagen (f) = (-2, +w)
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graficoEjlc = Plot[{e™*-2, -2}, {x, -2, 4}, PlotRange » {{-2, 4}, {-4, 4}}, AspectRatio-» 1.5]

L L L - - |
-2 -1 1 2 3 4

2L

4L
Veamos esto analiticamente :

recordemos que para calcular el conjunto Imagen de una funcién poniamosy = £ (x)

y despejabamos x como funciénde y mirando el "dominio" de la expresién que queda
y=e*-2 = y+2=e*

= para deshacer los que hace la exponencial

aplicamos el logaritmo natural a ambos miembros :

1n (y+2) =1ln (e™*) = 1n (y+2) =-x = x=-1n (y+2)

ahorabien, 1ln (y + 2) estarad definido si el argumento es estrictamente positivo

esdecir y+2>0 = y>-2

Entonces Imagen (f) = (-2, +®)
Veamos laAHde £ (X) = e™* -2
paraello calculamos el 1limite cuando x » +w de £ (x) y verifiquemos que de un nimero

lim (e*-2) =»
X—->+00

. . . 1
como 1lim -2 =-2 y lime™*= 1lim — =0
X->+00 X->+00 X->+00 e*

Entonces
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. . 1 .
lim (e™-2)= lim —- 1lim 2 =0-2=-2
X+ X->+0 ¥ X+

entonces la recta horizontal y=-2 esAH cuandox- +w

Cuandox » -® no tieneAH pues lime™*-2=+
X-5-00

Ej1ld) f(x) =e*14+3

Por lo visto con composicién de funciones - cambio de escala

£ (x) =e™*1+3 seobtiene como una combinaciénde traslacionesy rotacionesdeg (x) = e*
Veamos cudl es esta combinacién :

primero conviene sacar factor coman (— 1) en el exponente asi :

e*1ly3=e (1) 43

partimos de e* — componemos con - x a derecha para que de e™*

g(x) =e* vy h(x) =-x = definimos m (xX) =goh (x) =g (h (x)) =g (-x) =e™*
esta l er composicidén genera una rotacidén rigida respecto al eje y de e*

luego componemos a derechacons (x) =x-1

esta 2 da composicién genera una traslaciénen 1l lugar en las x hacia la derecha
mes (X) =m (x— 1) =e” (x-1)

llamemos t (X) =my s (xX) = e” (x-1)

Nos falta componer t a izquierda con q (x) = x + 3 para trasladar en 3 lugares hacia arriba
Entoncesgo t (x) =g (t (%)) =t (x) +3 =e" (x-1) .3

Esta 3 era composicién genera una traslacién verticalmente en 3 lugares hacia arriba

Mo (go £ (%)) =m (e7™™) =e™-2

Efectivamente ésta tltima es una traslaciénen 2 hacia abajo

(semodifican las imagenes)

Resumiendo :

e* e * e 1 _4e (1) 4 3 se traduce en

rotacién rigida de e* alrededor del ejey , luegouna traslaciénhacia la derechaenl
y finalmente a esta una traslacién vertical hacia arribaen 3

Si viéramos el grafico veriamos que las imagenes se vieron afectadas

al trasladar hacia arribaen 3

Imagen (f) = (3, +o)
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graficoEjlc = Plot[{ce'x+1 +3, 3} , {x, -2, 4}, PlotRange -» {{-2, 4}, {-4, 10}}, AspectRatio » 1.5]

10

-2 -1 1 2 3 4

2L

4L
Veamos el conjunto Imagen analiticamente :

recordemos que para calcular el conjunto Imagen de una funcién poniamosy = £ (x)

y despejabamos x como funciénde y mirando el "dominio" de la expresién que queda
y=e*ls3 — y-3=ex!
= para deshacer los que hace la exponencial

aplicamos el logaritmo natural a ambos miembros :

1n (y-3) =1n(e™!) = 1ln(y-3)=-x+1 = x=1-1n(y-3)

ahorabien, 1ln (y - 3) estarad definido si el argumento es estrictamente positivo

esdecir y-3>0 = y>3

Entonces Imagen (f) = (3, +x)
Veamos laBAHde f (x) = e **1+3
paraello calculamos el 1limite cuando x » +w de £ (x) y verifiquemos que de un nimero

lim (e™?!+3) =2
X+

. . . 1
como 1im 3 =3 y lime™!= 1lim — .e' =0
X->+00 X->+00 X->+00 e*

Entonces
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lim (e™*'+3) = lime™'+ 1im 3 =0+3=3
X+ X—-+00 X—>+00

entonces la recta horizontal y=3 esAH cuandox - +o

Cuandox » -® no tieneAH pues lim e**'+3 = +o0
X—>-0o

R R e e TS

Ejercicio 2.- Calcular im f(x) v lun f(x) . Dar, s1 existe, la ecuacion de la asintota
X——

Kt

horizonral.
A flx)=e b. f(x)=¢™

. f¥)=e*?=3 d. f(x)=e L

2

Ej 2 a) Sea f (x) =e™®

Calculemos lim e™* y lim e*
X—->+00 X—>-00

lim e* = 1lim
X—+00 X400 X2

=0

entonces la recta horizontal y = 0 es AHde f (x) para cuando x -» +®

. . 1
lim e* = lim = 0 (dado que x* > 0 cuando X » - )
X—>-0 X>-00 @

entonces la rectahorizontaly = 0 es AHde £ (x) para cuando x » -®

esta buena esta funcién. Vean el grafico de una campana de Gauss
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graficoEj2a = Plot[{e"", 0}, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-0.5, 1.5}}, AspectRatio » 1.5]

1.5~

Ej 2b) Sea f (x) = e 2%

Calculemos lim e?* y lim e2%
X->+0 X->-00

lim e?*= 1lim =0

X+ X—+00 @2%
entonces la rectahorizontaly = 0 es AHde £ (x) para cuando x -» +®

lim e?* =+ (dado que -2x > 0 cuando x - —oo)
X—-00

entonces £ (x) no tiene AHpara cuandox » -

Vean el grafico de una exponencial decreciente
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graficoEj2a = Plot[{e'zx, 0}, {x, -1, 4}, PlotRange » {{-1, 4}, {-0.5, 1.5}}, AspectRatio » 1]

Ej2c) Sea f (x) =e*?_-3

Calculemos lim e*?2-3 y lim e™*?-3
X->+00 X— -0

lim e*?2-3=72
X—+00

calculo auxiliar :

como 1lim -3=-1im 3 =-3 y
X->+00 X->-00

. . 1 . 1
lime*2= 1im — -e?=e?. 1lim — =e?.0=0
X+ X->+00 ¥ X+ e¥

Entonces

. . . . 1
lime*?2-3= lime™2- lim 3=e?. 1lim —-3=¢e?.0-3=0-3=-3
X—>+00 X->+00 X—>+00 X->+00 ¥

entonces la rectahorizontaly = -3 esAHde £ (x) para cuando x -» +®

calculo auxiliar :

como lim -3=-1im 3 =-3 y
X->-00 X->-00

lime™*?= lime*-e?=e?- lime*=e?. +o0o=+o® (-x2 cuandox - -®)
X->-00 X->-00 X——-00

Entonces

lim e*?-3= 1lime™*?- 1lim 3 =e?. lime*-3=e?.+0-3=+®0-3 = +®

X—->+00 X—>+00 X—->+00 X—>+00
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entonces f (x) no tiene AHpara cuando x -» -

Vean el grafico de una exponencial decreciente

graficoEj2c = Plot[{e™*?-3, -3}, {x, -2, 6}, PlotRange » {{-2, 6}, {-4, 10}}, AspectRatio - 1]

10

-2+

4L
Este grafico es el resultado de los siguientes cambios de escala:
como e**?2 -3z (*2) _3

X, @ (%2 e (%-2) _ 3

partimosde e* — e~
.- 1l era composiciénaderechag (x) =e* conh (x) =-x = goh (x) =g (-x) =e™*

esta es una rotacién rigida de e* alrededor del ejey

llamemosm (X) = go h (x) = e™ esdecir m (x) =e™

.- 2dacomposiciénaderechaentrem (x) y t (x) =x-2 = mot (x) =m (x-2) =e *?
esta es una traslacién 2 lugares para la derecha sobre las x

llamemos s (x) = e (*~2)

2y q(t) =x-3

.- 3 eracomposiciénaizquierda entre s (x) = e~
= gos (x) =q (e®?) =e *x2 _3
esta es una traslacién 3 lugares verticalmente sobre las y en 3 lugares para abajo

Veamos graficamente esta combinacién de composiciones

graficoEj2c_corrimientos = Plot[{e*, e™, e *? , e *2 _3, -3},

{x, -3, 6}, PlotRange » {{-3, 6}, {-4, 10}}, AspectRatio - 1]



18 | Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

s

Ej2d) Sea f (x) = e***5

Calculemos lim e**5 y lim e **5
X—->+00 X—>-00

lim e**5 =2
X—>+00

calculo auxiliar:

. . 1 . 1
lim e**>= 1lim e’ =e®- 1lim =e®>-.0=0
X->+00 X+ g’ X400 X

Entonces

lim e™**5 =0
X—>+0

entonces la recta horizontal y = 0 es AHde £ (x) para cuando x -» +®

lim e =2
X—>-00

calculo auxiliar :

. . . 1
lime™*5 = lime* - e’ =’ . 1lim =e®>.0=0
X->—-00 X->+00 X -0 **

Entonces

lim e ™ =0
X—>-00

entonces la recta horizontal y = 0 es AHde f (x) para cuandox -» -

Es una campanita de Gauss dilatada por factor e’ segtn las y (e—x2+5 =e5. e'xz)
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graficoEj2d = Plot[{e'*’*s, 0}, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-0.5, 200}}, AspectRatio » 1.5]

200

100

- . —-x2 —-x2
Grafiquemos conjuntamente e y e **5 para que vean el efecto

graficoEj2d =
Plot[{e™, e***, 0}, {x, -4, 4}, PlotRange -» {{-4, 4}, {-0.5, 150}}, AspectRatio - 1]

N[es, 6]

148.413
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Fjercicio 3.- Resolver.
a. " =8 b. 3¢ =1

e Im(2x—3)=0 d In(dx-1)=2

En este ejercicio 3 hay que usar propiedades de las funciones
exponencial y logaritmo. Basense en los comentarios tedéricos 2 enpaginas 14y 15

y pAginas 16 y 17 de este documentoPDF

Ej 3 a) encontrar x tal que

e?*1 -8 = aplicamos lnen ambos miembros

1n (ezx'l) =1n (8)

por propiedad de composicion f exponencial e* con su inversa el 1n (x)

1ln (8 1

2x-1=1n(8) = 2x=1n(8)+1 = x-= &
2

como 8 = 23 podemos calcular 1n (8) =1ln (23) =3-.1n (2)
(propiedad de logaritmo exponente pagina 17 )
31n (2) +1

2

Entonces x =

31n (2)+1
2

5= { )
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Graficamente encontrar los x tal que e?*! = 8 esbuscar el xde la interseccién

2x-1

entre e y larectahorizontaly =8

graficoEj3a = Plot[{ez"‘l, 8}, {x, -4, 4}, PlotRange -» {{-4, 4}, {-0.5, 10}}, AspectRatio - 1]

>(31n

19N

Ej 3b) encontrar x tal que

3e2*=1 = e®*=

("

aplicamos ln en ambos miembros

1

1n (e*™*) = 1n [—)

3

por propiedad de composicion f exponencial e* con su inversa el 1n (x)

1
2-x=1n (—) = -X
3

= x=2-[0-1n(3)] =2+1n (3)
Entonces x =2+1n (3)

s={2+1n (3)}

1n(§]-2 = x=2—ln[§] =2-[1n (1) -1n (3)]

1
graficoEj3b = Plot[{ez'x, —}, {x, -1, 8}, PlotRange » {{-1, 8}, {-0.5, 1}}, AspectRatio » 1]
3

| 21
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1.0 -

0.8 -

0.6 -

0.4

02

-04

Ej3c) encontrarxtal que

1n (2x-3) =0

aplicamos la exponencial e* en ambos miembros

eln (2x-3) _ g0

por propiedad de composicion f exponencial e* con su inversa el 1n (x)

ycomoa’=1 va>0

4
2%x-3=1 = 2x=1+3 = x=—=2
2

= x=2

Entonces x =2

S = {2}

Otra forma :

También podriamos haber pensado cuando la funcién logaritmo es 0
Es decir cudles son los ceros del logaritmo

recordemosque log,x=0 = x-=1

sibasea=e log, x = 1n (x)

enparticular 1n (2x-3) =0 = 2x-3=1 = 2x=4 = x=2
S = {2}
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1n (5 X - 1) =2

aplicamos la exponencial e* en ambos miembros

eln (5x-1) _ o2

por propiedad de composicion f exponencial e* con su inversa el 1n (x)

1+e2

5

5x-1=e?2 = 5x=e?+1 = x-=

1+e?

5

Entonces x =

1+e?

5

s={—1}

R R e e TS

Ejercicio 4.- Hallar el dominio y los ceros de f.

a. f(x)ln[sng b. f(x)ln[ﬁ)1 ]
2-x

x

[95]

Ej 4 a) Busquemos Dominio y C°

5x-8
Sea f(x):ln( J

3x

Recordemos que los logaritmos estan definidos

estrictamente para los nimeros reales positivos
es decir Dom (log, x) = Ryo

con estoenmente y para £ (x) debera suceder que :

5x-8 A
>0 (estoesdeltipo—>0 =A>0yB>OéA<0yB<0)
3x B

el cociente serd positivo si los dos factores numerador y denominador tienen
el mismo signo

planteemos esto:

[casol) 5x-8>0 y 3x>0 6 caso2) 5x-8<0 vy 3x<0]
0 0
[ 5x>8 vy x> — 6 5x<8 vy X< — ]
3 3
[ x>g Yy x>0 (o} x<E y x<0 ]
5 5
8
S1 = [_I +m) U S2 = (_m’ 0)
5

S=81US2=82US1= (-, 0) U (5, +oo]

| 23
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Calculemos el conjunto de ceros c® (£)
recordando que los ceros del logaritmo se dan cuando el argumento es igualal

c®={xeDom (f) / £ (x) =0}

5x-8
ln( ):0
3x

(o aplicamos la exponencial a ambos miembros o directamente panteamos que el

argumento sea igualal, dalo mismo)

5x-8

eln(ax)zeo =
5x-8

= =1 = 5x-8=1.-3x = 5x-3%x=8 = 2x=8 = x=4
3x

= x=4

verifiquemos que estéa bien :

5.4-8 20-8 12
= =—=1 ycomo 1n (1) =0 estiaok!
3-4 12 12

Entonces C° = {4}

Veamos el grafico porque es muy loca esta £ (x) que surge de 1la composicién

del logaritmo con una hipérbola o funcién homografica

Dom (£) = (-, 0) U (% +oo)

graficoEj4a =

5x-8 5
Plot[{Log[3—x] , Log[g]}, {x, -10, 10}, PlotRange » {{-10, 10}, {-5, 5}}, AspectRatio - 1]

L
-10 -5 5 10
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8
Se ve que en el intervalo (0 , —)
5

f (%) no estéd definida porque no se puede calcular el log de numeros negativos

y que las rectas verticales x=0 y x = son AV de f (x)

v |®

5
y que la rectahorizontal y = 1n (—) es AHde f (x)
3

Ejercicio 5.- Hallar la funcién inversa /™. Dar su dominio y su imagen.
aq f(x)Eg™ b. f(x)=In(3-x)
@ ) 826 8 +3 @ f(x)=1+In(2x+3)
Ej5c) £f(x) =2e%3%4+3
Vemos que
Dom (f) = R
Imagen (f) =R,3 = (3, +©)

fdefinidacomof: R— (3 , +oo) esbiyectiva y tiene inversa £

Calculemos f!
ponemosy =2 e* 3%+ 3
despejamos x

y-3=2e*5% =

aplicamos 1ln en ambos miembros

-3 -3 -3
ln(y—J=ln(e4"5x) = 1n(y ):4—5x = 5x=4—ln(y )
2 2

2

por lo tanto , intercambiando x<y

>0 = x-3>0

= x>3
EntoncesDom (£') =R;3 = (3, +o) y Imagen (£!) =R = Dom (£)
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Grafiquemos para vean la forma funcionalde fy £°!

y su simetria respecto a la funcién identidady = x

4-5x 1 4 1 x-3
f(x) =2e +3 f" (x) =—-—1n|——
5 5 2

graficoEj5c = Plot[{2 e*°*+3, 2.1 Log[g] , x},
5 5 2

{x, 0, 10}, PlotRange » {{0, 10}, {-5, 10}}, AspectRatio » 1.5]

H 2e4 5%+ 3

2

4

Ej5d) £(x) =1+1n (2x+3)
Vemos que

como el logaritmo estd definido para argumentos estrictamente positivos

debera ser

2x+3>0 = 2x>-3 = x> -

N W

3
Dom (f) = (——, +oo]
2

Imagen (f) = R
L 3 . . . . 1
fdefinidacomof: [-—, +o| >R esbiyectiva y tiene inversa f~
2

Calculemos f£!



ponemosy =1+ 1n (2 X+ 3)

despejamos x

y-1=1n (2x+3)

aplicamos e* en ambos miembros

=

=

por lo tanto ,

e5(—1 - eln (2 x+3)

e¥'l=2x+3

x—1_3

£ (x) =

2

=

e¥l-3=2x =

intercambiando x>y

Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

vemos en esta expresidén que estard definidaVv x € R

Entonces Dom (f'l) =R y Imagen (f'l)

2

( 3
-—, +®

J = Dom (£f)

Grafiquemos para vean la forma funcionalde fy £°!

y su simetria respecto a 1la funcién identidady = x

£(x) =1+1n (2x+3)

£ (%) =

x—1_3

2

e*1_3
graficoEj5d = Plot[{1l +Log[2x+3], —, x},
2

10

y=X

1+4In(2x+3)

{x, -10, 10}, PlotRange » {{-10, 10}, {-5, 10}}, AspectRatio » 1]

-10

2L

4

10

| 27
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Ejercicio 6.- Hallar el dominio, las ecuaciones de las asintotas verticales, los ceros y los

conjuntos de positividad y de negatividad de f.

@ Fx)=In(x—3) F(x)=T(x* —4)

c. f(x)=1-In(2x-3) d f(x)= ln( %-\’l —3x+5 )

Ej 6a) HallarDom (f), AV, C°, c*, C”
£ (x) =1n (x-3)
Para calcular el dominio de f vemos que el logaritmo estad definido
si suargumento es estrictamente positivo, esdecir:
x-3>0 = x>3
Entonces Dom (f) = (3 , +oo)
Existenciade AV
Sabemos del 1n (x) que tiene una tnica AVen x = 0 por la derecha

En el casode 1n (x - 3) y como esta corrida en 3 lugares para la derecha

sospechamos que tendra una AV en x = 3 por la derecha
Para ver esto calculemos el limite lateral cuando x -» 3*

lim 1n (x-3) =1lim 1n (o*) = -

x-3* x-3*

Entonces la recta vertical x = 3 es AVde 1n (x- 3) para x » 3* por derecha
CalculodeC’

c® = {x eDom (£) / £ (x) = 0}

Planteamos f (x) =0

1n(x-3)=o = x-3=1 = x=4

CalculodeC*

C"={xeDom (f) / £ (x) >0}

Planteamos £ (x) > 0

1n (x - 3) >0 apliquemos la exponencial e* en ambos miembros
e”®3) 5 e = x-3>1 = =x>4

C'= (4, +o)
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CalculodeC~

C = {xeDom (f) / £ (x) <0}

Planteamos £ (x) < 0

1n (x - 3) < 0 apliquemos la exponencial e* en ambos miembros
eln™®3) ¢ = x-3<1 = x<4

Pero ojo acéd hay que tener en cuenta que el Dom (f) = (3 , +oo)

Entonces los x que pertenecen al dominio y ademas son menores que 4 son los que

estan entre (3, 4) (es la interseccién de (3, +oo) N (-, 4) = (3, 4) )

c = (3, 4)
Veamos el graficode £ (x)
1n (x - 3)

graficoEj6a = Plot[Log[x - 3], {x, 0, 10}, PlotRange -» {{0, 10}, {-5, 3}}, AspectRatio » 1]

4

Ej 6b) HallarDom (f), AV, C°, c*, C”
£ (x) = 1n (x? - 4)
Para calcular el dominio de f vemos que el logaritmo estad definido

si suargumento es estrictamente positivo, esdecir:

¥2-4>0 = x’°>4 = '\/x2>'\/4 = |x|>2
entonces obien:

X>2 6 x<-2

Entonces Dom (f) = (-, -2) J (2, +»)
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observemos que £ (x) = 1n (x2 - 4) no estd definidaen [-2, 2]
Existenciade AV

AVl

Sabemos del 1n (x) que tiene una tnica AVen x = 0 por la derecha

En el casode ln (x2 - 4)

sospechamos que tendraAVdondex?-4=0 osea enx=2dbenx = -2
Para ver esto calculemos el limite lateral cuando x » -2~
(hemos tenido en cuenta el Dom (f) porque para -2* no estéa definida)

lim 1n (x*-4) = 1im 1n (4*-4) = 1im 1n (0*) = -

X>-2" X—>-2" X—>-2"

Entonces la recta vertical x = -2 es AVde f (x) para x » -2~ por izquierda
AV2

Veamos ahora el 1imite lateral caundo x » 2*

lim 1n (x*-4) = li;n 1n (4" -4) =1lim 1n (0*) = -
x->2*

x->2* xX-2*

Entonces la recta vertical x = 2 es AVde £ (x) para x » 2* por derecha

CalculodeC’
c®={xeDom (f) / £ (x) =0}

Planteamos f (x) =0

In (x2-4) =0 = x?-4:=1 = x?°=5 = Vx2 =V5 = |x| =45
=-vVs

entonces x = /5 6

CalculodecC*
C*"={xeDom (£f) / £ (x) >0}
Planteamos £ (x) > 0

1n (x*-4) >0 apliquemos la exponencial e* en ambos miembros

elP(¥*-4) s o — x2_451 = x2>5 =— '\/xz >V5 = |x|>V5

entonces x > V5 6x<—'\/?
c*t = (—oo, -5 ) U (Vs , +oo)

Obsérvese que C* c Dom (f) asi que todobien ( ¢ significa incluido)
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CalculodeC~
C = {xeDom (f) / £ (x) <0}
Planteamos £ (x) < 0

1n (x2 - 4) < 0 apliquemos la exponencial e* en ambos miembros

e? (¥4 ¢ = x*-4<1 = x*<5 = \x? <V5 = |[x|<5
esdecir -1/5 <x<\/? o sea (—\/?,\/?)

Pero ojo aca hay que tener en cuenta que el Dom (f) = (-, -2) U (2, +)

Entonces los x que pertenecen al dominio y ademas pertenecen al intervalo

(—\/?, \/?) son los que estéan en la intersecciénde
[(-@, -2)U (2, +)1 N [(-V5, V5 ) =3, 9 )]
- —'\/? -2 2 '\/? +

/1 1] 1 (¢ddddddd) 00000000 (ppddpdddd) // // /1 /1 /111111 7
c = (_«/5 , —2)U(2, «/5)

Veamos el graficode £ (x)

1n (x* - 4)

| 31

graficoEjéb = Plot[Log[x?® - 4] , {x, -20, 20}, PlotRange -» {{-20, 20}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]

10

-20 -10

-10L

graficoEj6b = Plot[Log[x2—4] , {x, -3, 3}, PlotRange » {{-3, 3}, {-5, 5}}, AspectRatio - 1]
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41

- . - ~ - - -—1 G
Ejercicio 7.- Hallar la funcidn inversa f vy dar su dominio.

b
&

f(x)= +35 b. f(x)=

In(x) l+e

Ej 7a) Hallarf! ycalcularDom (f‘1 )

con f (x) =———+5
1n (x)

Calculemos el Dominiode f :

tenemos que ver donde puede haber problemas en 1la definiciénde la férmulade £ (x)

1. - Vemos que uno de los problemas en la definiciénde la férmula de £ (x) esté en el denominador
es decir cuando 1ln (x) =0

locual sedacuandox =1

2. - Ademas hay otra indefinicién que puede darse cuando el 1n (x) no esta definido, esdecir
que debera ser x > 0 para que se pueda calcular el 1n (x)

Juntando estas dos condiciones los valores posibles de x son los x positivosmenosell

Dom (£) = (0, 1) U (1, +=)

Calculemos la Imagende £

3
ponemos y= ——+5 para despejar x como funciéndey

1n (x)

3
+5 = y-5=—— = 1ln (x) = aplicamos la exponencial e*

Y=T"—""
1n (x) 1n (x) y-5
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3 3
el»™ -eys = x=evs (**)

aca vemos que y no puede ser 5 porque si no da cero en el denominador del exponente

Entonces Imagen (f) =R - {5}

Definida fcomo f (x) = — +5
1n (x)

f: (0, 1) U (1, +oo) —R - {5} esbiyectivay tiene inversa £!

intercambiandoen (¥*) x«>y obtenemos £l (x)

3

Luego £! (x) = exs

f1:R-{5}>(0, 1)U (1, +»)

3 2
———+5  exs
1n (x)
graficoEj7a =
3 2
Plot[{———+5, exs}, {x, 0, 10}, PlotRange » {{0, 10}, {-50, 50}}, AspectRatio - 1]
Log[x]
40
20 -
AN A A ‘ ‘ ‘
2 4 6 8 10
=20+

1+e*

Calculemos el Dominiode f :
tenemos que ver donde puede haber problemas en 1la definiciénde la férmulade £ (x)

Como e* es siempre > 0 no hay problemas en ladefiniciénde £ (x)
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EntoncesDom (f) =R

Calculemos la Imagende £

2
ponemos y = para despejar x como funciéndey
l+e*
2 2 2
y = = l+e¥=z=— = &= —-1 aplicamos 1n (x)
1l+e* y y
2 2
ln(ex)=1n(——1) = x=1n(——1] (%%)
Y y

Para calcular las imagenes veamos para qué valores tiene sentido esta tltima expresién

(2

2
vemos que debe ser — -1 > 0 para que se pueda obtener el logaritmo yademasy # 0 (**x*)
y

para que no se indetermine el denominador

2
De —-1>0 = > 0 Este cociente serd positivo si numerador y denominador tienenel

y y
mismo signo es decir :
2-y>0 A y>0 &6 2-y<0 A y<0 (A : significainterseccién)
y<2 A y>0 6 y>2 A y<o0

si=(0,2) U S2=¢

s=s1Usz2= (0, 2)U¢ = (0, 2)

Entonces Imagen (f) = (0, 2) (obsérvese que tambien se cumpley # 0 como pediamos (***))

Luego si definimos f como £ (x) = f:R— (0 , 2) esbiyectivay tiene inversa £

1+e*
Solo resta expresar £-! intercambiando Xy en (%%)

£ (%) =1n(3-1] £1: (0, 2) >R
X

Hagamos el dibujito paraverle la fachaafya £

2 2
colorazul ; 1n ( - - 1] color naranja ; y = x color verde
1+e* x
graficoEj7b =
2
Plot[{ , Log[ —-1], %, 0, 2}, {x, -4, 6}, PlotRange » {{-4, 6}, {-4, 6}}, AspectRatio - 1]
1+e* x



Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

4L

R R R R i it o b b ko o o o o o o bk

Ejercicio 8.- Sea f(x)=¢"* +5. Hallar el valor de 5 para que la imagen de f sea el

intervalo (9:+o2). Para el valor de b hallado, calcular la funcién inversa [ .

Ej 8) Seaf (x) =e‘*%+b
Hallar b para que Imagen (f) = (9, +oo) . Luego calcular £1

Observemos que la funcién exponencial cualquiera sea x

tiene como conjunto Imagen (0 , +oo)

Sicomoen f (x), le sumamos el valorb el conjunto Imagen (f) = (b, +®)
Luego b debera ser 9

Calculemos analiticamente la Imagende £

ponemos y =e‘*8.:b

despejamos x

y-b=ei*®
aplicando logaritmo 1ln (x)

ln (y-b) =1n (e**®) = 1n(y-b)=4x-8 = 1ln(y-b)+8=4x

ln (y-b) +8
X= —————
4

De esta expresidén vemos que para que el logaritmo esté definido

y se pueda hacer la cuenta, debera ser
y-b>0 esdecir y>b

Entonces Imagen (f) = (b, +»)

| 35
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Como se pide que Imagen (f) = (9, +oo) esto se cumplira si
b=9
Conestevalordeb=9 es f (x) =e**%+9 calculemos £}

ponemos y =e** %49

aplicando logaritmo ln (x)
1n (y-9) =1n (e**®) = 1n(y-9)=4x-8 = 1ln(y-9)+8=4x
1n (y-9) +8
e inlrod
solo resta intercambiar xey
ln (x-9) +8
4

Entonces f£! (x) =

definida como £7! : (9, +oo) —R

Ejercicio 11.- Hallar la funcién exponencial f(x)=Fka" sabiendo que

(a) F@=5 v 13)=40.

b. f()=7.5 v f£(5)=292,96875.

Ej 11) Hallar la funcidén exponencial £ (x) = ka* si
a) £(0) =5y £ (3) =40
evaluemosen Oy en 3

5 a*

5=£(0)=ka’=k-1 = 5=k = £ (x)

Comom ademas £ (3) = 40 podremos obtener el valor de la base a

0-=£(3)=5a> = —=a’> = 8=a’> = a=+8 =2
5

Finalmente £ (x) =5 . 2%

t—t -ttt -+ttt -ttt —t—F—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—

Estudiar teoriade lospdf' s:
funciones_trigonométricas.pdf
estudio_funciones _seno _y _coseno.pdf

Imagen Amplitud y Periodo de func trigonometricas.pdf

Resolver Ejercicios :
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Todos recordaran el concepto de dngulos en tridngulos y la introduccién de una

unidad de medida de 4&ngulos : los grados sexagesimales
Por ejemplo, en el tridngulo rectangulo iséscelesdebasel yaltural de la siguiente figura:

Por teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo

. . 2 2
de base 1y altura 1, su hipotenusa es igual a: h=y1°+1°=v2
Yy como la suma de los angulos
h interiores de un triangulo es
17 l B 180°grados sexagesimales
¥ es claro que: =45 [3=45°
t co
A
4
medida del cateto opuesto a a co
sen(o)= =
(04 medida de la hipotenusa h
» .
medida del cateto adyacenteaa _ ca
0 ca 1V> X cosf)="—— — =<
medida de la hipotenusa h
(1,0)
% t _ medida del cateto opuestoao.  _ CO _ sen(e)
antihorario (@)= . B B
medida del cateto adyacente a o ca cos(a)

La relacion entre grados sexagesimales y radianes viene dada por la siguiente definicion

si t es la longitud de arco de circunferencia de radio 1 que se extiende en sentido

antihorario desde el punto (1,0) y hasta un punto sobre la circunferencia digamos (x,y),
se define:

sen(t)=y , cos(t)=x

Como la longitud de la circunferencia es 2nr y como r=1, la longitud es 2x
Si extendemos un "hilo" sobre la circunferencia de radio1, la longitud del "hilo" es 2n

n es el nimero irracional con desarrollo decimal infinito no periédico,
cuyas primeras cifras son:

= 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494
Las longitudes de arco semiden en radianes

Si la longituddel arco sobre la circunferenciaes t = 2 7 radianes

corresponde al d&ngulo sexagesimal de 360°

Si la longitud del arco sobre la circunferenciaes t = v radianes

corresponde al 4ngulo sexagesimal de 180°

b
Si t = — radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 90°
2
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bis
Si t = — radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 45°

4
b

Si t = — radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 60°
3
b

Si t = — radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 30°
6

Usualmente las unidades en radianes no se escribeny cuandosedice t =7

se sobreentiende que son i radianes
La siguiente férmula es la que usamos para pasar de radianes a grados sexagesimales :

En general dado un arco de circunferencia de longitud t radianes el &ngulo sexagesimal
a que se obtienees:
180
a=t——
s

las unidades de a son en grados sexagesimales y las de t y mren radianes

Reciprocamente, para pasar de grados sexagesimales a a t radianes usamos esta otra :

Veamos en particular, cudles son los valores de seno y coseno para

T T
t=—=Za=30° t=—=a=60°
6 3
Tt
t=— = a=45°;
4
T
t=0xr=Ea=0° t=—Ea=90°
2



—

%/: sen%)=sen(300) :
! 30’

NI
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m|r—|

0 Ca

cos(%) =cos(30°)=‘{_%

por Teo Pitagoras

122(%)2 +ea® >

| 39
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M‘ﬁj ik

e}

por Teo Pitagoras

2 2 2
T=(1)+co” >

ra|—=

-h‘:l

-1
my= 3 My= 1
sen(4)= 3 cos(3) 5
T
Sit=— = a-=45°
4
1
2
2
co
45°
-1 0 ca A 1

2 2 i
T=ca +ca =2ca

por Teo Pitagoras , ¥ gomo co=ca

> ca= 2

cos(F)=

[

w|=
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~—

Sit=0n=a=0°
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.

(x,y)=(cos(0},5en(0))=(1,0)

sen{0)=0 cos(0)=1

Resumiendo :

Sit=0n=a=0° = (x,vy)

n
—_
Q
[}
n
—_
o
~
]
(0]
=]
—
o
~
~
n
—
[
o
~

7 7 3 1

Sit=—=Za=30° = (x, y)=(cos (—),sen (—)): —,—]
6 2 2

Sit=£Ea=45° = (x, y)=(cos (2),sen (Z))= E,E]

4 4 4 2 2

s s 7 1 3
Sit=—=Za=60° = (x,y):(cos( ),sen(—)): —,—]

3 3 2 2

7 7 7
Sit=—Za=90° = (x,y)=(cos( ),sen(—)):(o,l)

2 2 2

1l er Resultado :
El seno de un dngulo es igual al coseno del dngulo complementario
dos adngulos son complemnetarios si la suma de ellos es 90°

sen (t) = cos (g - t)

7T T7 3n-7 27 7T
Ejemplo : sen (—) = cos (—— —) = cos ( ] = cos (—) = cos (—)
6 6 3

es decir
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sen (30°) = cos (60°) ébien sen (E) = cos (E)
6 3
de manera similar
b b
sen (45°) = cos (45°) ébien sen (Z) = cos (Z)
b b
sen (60°) = cos (30°) ébien sen (;) = cos (Z)
sen (0°) = cos (90°) ébien sen (0) = cos (2)
2

Estos resultados pueden organizarse en la siguiente tabla :

ue 30° 45° 60° 90°
T i m T
t ? 6 7 3 2
(t 0 1 V2 V3 .
ik 2 2 )
(53 2 1
cos(t) 1 ¥ V2 - 0
2 2 2

2 do Resultado :
Como (x, y) = (cos (t), sen (t))

la aplicacién del Teorema de Pitagoras al triangulo

debasex = cos (t) y altura y = sen (t)
da la identidad pitagérica que vincula seno y coseno :
cos?(t) +sen?(t) = 1

T
ejemplo : apliquemos este resultadoa t = —
6
7 V3 7 1
Mirando en la tabla, cos (—) = —— y sen (—) = =
6 2 6 2

Con estos valores, hagamos la cuenta cos? (t) +sen? (t) =1

cost (Z) + sen? () - [E] )

n
»w
+
1
1
1
[y

6 6 2 2

Se cumple la igualdad.
3 er Resultado

Los arcos de circunferencia en radianes o los angulos

b
sexagesimales con valores mayores que — o 90°, por
2

cuestiones de simetria alcanzan los mismos valores

de seno y coseno, enmédulo que los arcos o dngulos entre

| 43
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7T
0y — (0°y90°)
2

Es decir que los valores de seno y coseno de todos los arcos
o angulos sexagesimales entre Oy 2 x (0°y 360°) pueden

obtenerse a partir de los valores de seno y coseno entre

T
Oy ; (0° y 90°) considerando los signos positivo o negativo

correspondiente.

Se definen cuadrantes en sentido antihorario:

b
Al 1 er cuadrante pertenecen los arcos o angulos entre [0 , —] ( [0° , 90°] )
2

b
Al 2 do cuadrante pertenecen los arcos o angulos entre (— , 7r] ( [90° , 180°] )
2
i} 3
Al 3 er cuadrante pertenecen los arcos o angulos entre (n, = 7r] ( [180° , 270°] )
2

3
Al 4 to cuadrante pertenecen los arcos o dangulos entre (— w, 2 7r] ( [270° , 360°] )
2

-t

/

2do ruadrante | 1er cuadrgnte

3er ¢uadrante |4to cuadrante /

m+t 2m-t

A~

el arco t pertenece al 1 er cuadrante

el arco m -t pertenece al 2 do cuadrante y forma un tridngulo semejante al del

1 er cuadrante
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el arco m+t pertenece al 3 er cuadrante y forma un tridngulo semejante al del

1 er cuadrante

el arco 2 m- t pertenece al 4 to cuadrante y forma un tridngulo semejante al del

1 er cuadrante

Por lo tanto los valores de seno y coseno diferiran en algun signo negativo o positivo

respecto a los valores de seno y coseno del arco t del 1 er cuadrante

Observen que :

Signos de seno y coseno en |os 4 cuadrantes

si t € 2do cuadrante 1 sit € 1er cuadrante

_— [

sen(t)>0 sen(t)>0
cos(t) <O// cos(t)\? 0
/f )

2
/ =
Ly ///f \
HH ///
[ HHH"‘*—M_& /'/\" - \
-1 \ \\\ }

T

sit ¢ 3er cuadrante / si t © Zto_cuadrante
B \\.. /
sen(t) 2\9 / sen(t)<0,/
cos(t) <O\, // cos(t)>0
N A

Un ejemplo de aplicacién :
5 5
Calcular el sen (— n) y cos (— 7!')
6 6

Siempre en cdlculos de trigonometria tengan a mano

la circunferenciade radio 1 paradibujar el arco

5 7T
Como — s pertenece al 2 do cuadrante (le falta — para ser 7r)
6 6

| a5
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(xy)=(co S(gn),sen(gﬂ)) 1

-1

- /\ . s
si llamamos t al arco que genera un triangulo
semejante en el 1er cuadrante

- N U\ (e
t—ﬁ‘t—ﬂ:—gn—? (307)
Vemos que:
sen (ET[) = sen (l) —y ol
6 6 2
Bt e Ay A3
cos (Err} = - cos ( 6) s

seno y coseno de % se obtienen de la tabla

Para calcular el seno y cosenode un arco t cualquiera se busca
el arco t que genera un tridngulo semejante en el 1l er cuadrante

cuyos seno y coseno de t figuraen la tabla (E perteneceal ler cuadrante)

si t € 1 er cuadrante = seusa la tabla

site2docuadrante = t=n-t ={sen (€) = sen (E)
cos (t) =-cos (t)
site3ercuadrante = t=t-nx ={sen (®) =—sen(1:)
cos (t) =-cos (t)
sited4tocuadrante = t=2n-t ={sen (t) =—sen(i:':)
cos (t) = cos (t)

Arcos positivos y negativos

Por convencién los arcos positivos porej. t = — n representan

arcos que se recorren en sentido antihorario desde el punto (1 P 0)
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Si la circunferencia de radio 1 se recorre desde el punto (1 , 0)

en sentido horario se consideran arcos negativos

s
Por ejemplo el arcode - — corresponde a un &ngulo sexagesimal de - 60°
3

N
\‘ \\ //
_5_N
t—3TE \xﬁﬁ_ J/}/

-1

sia- % le sumamos 27 lo cual da gn

obtenemos el mismo (x,y) sobre la
circunferencia de radio 1

Esto quiere decir que:

(xy)=(cos(-5).sen(-5))=(cos(3m) sen(3m))

5
Ycomot=—7n € 4tocuadrante, para obtener senoy cosenode — =«
3 3
~ 5 s
calculamos t = 2 7r- — 5 = — y usamos el resultado
3 3
" 5 - zy o _¥3
{sen(t) =-sen (t) _, sen(37r) ——sen(’3’)_— >
cos (t) = cos (%) cos (in) = cos (%) = L
3 3 2

Finalmente podemos concluir que :
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n 7 V3

sen (— ;) = -sen (;J = -73
1
2

cos(—§)= cos(§)=

valores aproximados de los arcos en radianes

300 450 600 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
T b8 i 2 3 5

— = - - = — -7 s
6 4 3 2 5 i 6

0.5236 | 0.7854 | 1.0472 | 1.5708 | 2.0844 | 2.3562 | 2.6179 | 3.14159

210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
7 5 4 3 5 7o 11 :
=1 =1 —Ir —Ir =T o n It
6 4 3 2 3 4 6

3.6652 3.927 4.1888 | 4.7124 5.236 54978 | 5.7596 | 6.2832

Funciones trigonométricas del Seno y Coseno
Esta claro que dado un arcode longitudt < 2 7w recorrido desde el punto P = (1 , 0)
sobre la circunferenciade radio 1, en sentido antihorario, y que termina
en el punto (x, y) = (cos (t), sen (t)), siconsideramos otro arco de longitud
t+2 7 terminara en el mismo punto (x, y) (dié una vuelta completa)
Como el (x, y) es el mismo, se desprende que :
cos (t) =cos (t+27x) y sen (t) =sen (t+2mn) (periodicidad)
Lo mismo sucede si recorremos la circunferencia en sentido horario.
En este caso :
cos (t) =cos (t-27x) y sen (t) =sen (t-2mn)

porque terminan en el mismo punto (x, y)

Esta propiedad se generaliza a cualquier cantidad de vueltas que se dé en un sentido

oenel otro escribiendo :
cos (t) =cos (t+k-27n) conkezZ,

Z es el conjunto de numeros enteros ( .e.,-3,-2,-1,0,1,2, 3, . )

De manera similar :

sen (t) =sen (t+k-27x) conkeZ,
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Si k es positivo se recorren las vueltas de 2 ren sentido antihorario

Si k es negativo se recorren las vueltas de 2 ren sentido horario

Esta propiedad de periodicidad de los valores que toman seno y coseno de arcos
sobre la circunferenciade radio 1 nos permite definir una relacién

que es una funcién y que a cada arco x € R le asigne el sen (x)
f (x) = sen (x) f:R—>R

Si amedida x que vamos recorriendo la circunferencia de radio 1 anotamos los

valores de sen (x) se obtiene un grafico (entre [0, 2 7] ) como el siguiente

Plot[Sin[x], {x, 0, 27}, PlotRange » {{0, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]

10+

0.0

-05+

-1.0+

Si seguimos dando vueltas a la circunferencia de radio 1 con sentido antihorario

es decir extendemos los xa + o el grafico se extiende periédicamentea +

Si por otra parte damos vueltas a 1la circunferencia de radio 1 con sentido horario

es decir extendemos los xa - © el grafico se extiende periédicamentea - »

Vemos que el periodo o sea el intervalode x (arco) para el cual los valores de

sen (x) serepitenescadaT=2n

Como los valores de "y" ordenadas del punto (x, y) =
(cos (x), sen (x)) en lacircunferenciade radiol alcanzanvaloresentre -1y1l

se ve que el conjunto imagen del sen (x) es Imagen (f) = [-1, 1]

Plot[Sin[x], {x, -4 7w, 4 7w}, PlotRange » {{-4 7w, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.25]

--1--
w

-4;
-

| a9
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c? Conjunto de ceros del sen (x)

Observando el grafico del sen (x) observamos un conjunto infinito de ceros

marcados con color negro que se repiten cada medio periodo (cada n) y éstos son :

c®=¢(...,-4n,-3n,-2n,-7,0,n,2n,3n,4mx, ....}

El conjunto infinito de ceros se escribenutilizando los nimeros enteros asi :
X0=0+kmr=kn, keZz

(sik: -3, x=-3m o sik=10, x =10 sonceros de sen (x))

Maximos del sen (x)
. .. b
Ademas, vemos que sen (x) alcanzael valormaximode lenx = —, resultado que se

2
repite cadaunperiodode 2 nm y estanmarcados con color rojo

Este conjunto de maximos del sen (x) se escriben asi :

7T
xM=;+k-27r, kez

s s 3
porej.sik=-1, x=—+(—1)-27r=——27r=——7resunméximodesen(x)
2 2 2
7 7 137w
porej.sik= 3, x=—+3.2m =—+6m= es un maximo de sen (x)
2 2 2

Minimos del sen (x)
Z z - 7r
Ademas, vemos que sen (x) alcanzael valorminimode -1enx = - —, resultado que se

2
repite cadaunperiodode 2 m y estanmarcados con color azulino

Este conjuntode minimos del sen (x) se escriben asi :

7T
xm=—;+k-27r, kez

7 7 5
(porej.sik=—2, x=-—+(-2)-25x =-—-2x=--— esunminimode sen (x)
2 2 2
b bis 3rx
porej.sik= 1, x=-—+1-2nm =-—+27n=— esunminimode sen (x)
2 2 2

c*Conjunto de Positividad del sen (x)

Asimismo, el grafico del sen (x) nos permite escribir el conjunto de

positividad como unién infinita de intervalos

c'=....U(-4n, -3n)U(-2n, -7x)U (0, 7)U(2n, 37)U@n, 5mU....

los extremos izquierdos de los intervalos se repiten cada 2 7

Idem los extremos derechos
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extremos izquierdos de los intervalos » k - 27w = 2 kn

extremos derechos de los intervalos » k- 27w+ 7 = (2 k+ 1) b4

c' =] (2xr, (2k+1) x)

kez
(porej. sik =-2, el intervalo (2 . (—2) i, (2 (—2) +1) 7r) = (—4 7, —37r)
pertenece al C* del sen (x))
c” Conjunto de Negatividad del sen (x)

De manera similar, el graficodel sen (x) nos permite escribir el conjunto de

negatividad como unién infinita de intervalos
C =. ...U(—37r, —271') U (—7r, 0) U(7r, 27r) U (37r, 47r) U(57r, 671')U....

los extremos izquierdos de los intervalos se repiten cada 2 7

Idem los extremos derechos
extremos izquierdos de los intervalos » 7+ k- 27w = (2k+1) x

extremos derechos de los intervalos » 2w+k - 2 7t = (2 k+ 2) 7

c-=U (2k+1)x, (2k+2) )

kez
(porej.sik=-1, elintervalo (2- (-1) +1)x, (2 (-1) +2) x) = (-x, O n)
ysik=2, elintervalo (2-2+1)xn, (2-2+2)x) = (57x, 6x)
pertenecenal C” del sen (x)
D T T T T RS T

De la misma forma que se construye el sen (x) se define la funcién
cos (x) recorriendo la circunferenciade radio 1 en sentido antihorario
(arcos xpositivos) y en sentido horario (arcos x negativos) anotando

para cada x el valor que va tomando el cos (x)
f (x) = cos (x) f:R—>R

Usaremos una propiedad que dice que :

sen (a+b) = sen (a) - cos (b) + sen (b) - cos (a)

s
quesia=xy b=—
2

7 7 7
sen (x+ —) = sen (x) - cos (—) + sen (—) - cos (x)
2 2 2

b bis
y como cos (—) =0 y sen (—) =1 (ver tablade valores de seno y coseno)
2

se obtiene :

bid
sen (x+ —) =sen (x) -0+1-cos (x) =0+cos (x) , entonces:

| 51
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T
sen (x + —| = cos (x)
2

Por lo tanto, el graficode cos (x) sera el que se obtenga de trasladar

b
rigidamente — , hacia la izquierda segun las x, el graficode sen (x)
2

Nota : ver Composicién de funciones - Cambio de escala archivoPDF

en donde se explicaron los efectos de composiciones a derecha e izquierda

7
Efectivamente, si componemos a derechag (x) = sen (x) conh (x) =x+ —

bis bis
go h (x) =g(x+—) = sen (x+—)
2 2

Esta composicién a derecha produce una traslacién segun las x

T
y hacia la izquierda en —

b
En el siguiente grafico se grafican sen (x) y sen (x + —) en donde
2

se observa el desplazamiento referido

bis
Por lo tanto, el graficodel cos (x) es igual al graficode sen (x + —)
2

Plot|{Sin|(x+ —|, Sin[x]}{, {x, -2m, 21},
A

PlotRange » {{-2xm, 27x}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]
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Nota : para practicar rotaciones y traslaciones con

composicién de funciones :

Usando la relacién de complementariedad entre coseno y seno

que dice que :
T
cos (x) = sen (; —x)

("coseno de un angulo es igual al seno del angulo complementario y
viceversa: seno de un angulo es igual al coseno del angulo
complementario - angulos complementarios suman 90°")

hubiéramos arribado también al grafico de cos (x)

el grafico del coseno sera semejante al del seno x con

alguna traslaciény rotacién

7T 7T
si escribimos el argumento del sen [ —- x) como sen (— (x - —]]
2 2

el graficode cos (x) se obtendra a partir del grafico del sen (x)

si primero rotamos rigidamente el grafico del sen (x) alrededor

7T
del eje xy luego a este tltimo lo trasladamos — a la derecha
2

Nota : ver Composicién de funciones - Cambio de escala archivoPDF
en donde se explicaron los efectos de composiciones a derecha e izquierda)

Efectivamente, si componemos a derecha g (x) = sen (x) conh (x) = -x
Goh (x) = g (-x) = sen (-x)
le produce al sen (x) una rotacién rigida respecto al eje x

Sia goh (x) lallamamos S (x) = sen (-xX) y si componemos a derecha con

b
R (x) =x - — tendremos :
2

SoR (x) =5 (x- =) = sen (- [x- ) = sen (> -]

Esta tltima composicién a derecha S, R (x) le produce a S (x) = sen (-x)

T
una traslacién rigida hacia la derecha en — sobre las x
2

Plot[Sin[x], {x, -2n, 27x}, PlotRange -» {{-2 7, 27n}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio— 0.5]

05

-1.0r




54 | Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

Plot[Sin[-x], {x, -2 7, 2n}, PlotRange » {{-2 7, 2nx}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]

1.0+

-1.0r

7
Plot[sin[—(x— —]], {x, -2xr, 27}, PlotRange » {{-2x, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio—»O.S]
2

-1.0r

7T
Este tltimo es el graficodel cos (x) = sen (— - x] enel intervalo [-2 7, 2 7]

Proseguimos con el andlisis de la funcién cos (x) :

Hemos obtenido el graficode cos (x) apartir del graficodel sen (x)

b
usando la propiedad cos (x) = sen (x + —)
2

De manera similar se define
f (x) = cos (x) f: R>R

Veamos el grafico de cos (x) para xentre [-4 7, 4 7]

Plot[Cos[x], {x, -4, 4 7}, PlotRange » {{-4 7w, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.25]
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Vemos que el periodo o sea el intervalo de x (arco) para el cual los valores de

cos (x) serepitenescadaT=2n

Como los valores de x,
abscisas de los puntos (x, y) = (cos (t), sen (t)) de la circunferenciade radiol
alcanzan valoresentre -1y1

se ve que el conjunto imagen del cos (x) es : Imagen (f) = [-1, 1]
c° Conjunto de ceros del cos (x)

Observando el grafico del cos (x) se aprecia un conjunto infinito de ceros

marcados con color negro que se repiten cada medio periodo (cada n) y éstos son :

0 7 5 3 T 7 3
C={...,——7r,——7r,——7r,——,—,—7r,—7r,—7r, }
2 2 2 2 2 2

El conjunto infinito de ceros se escribe utilizando los numeros enteros asi :

Tt
x0=;+k7r=k7r, kez

7T 5 7T 7
(sik=—3, x=—-3n=-—m o sik=3, x=—+3m=— 7 soncerosde cos (x))
2 2 2 2

Maximos del cos (x)

Ademas, vemos que cos (x) alcanzael valormaximode lenx = 0, resultado que se

repite cada unperiodode 2 m y estanmarcados con color rojo

Este conjunto de maximos del cos (x) se escriben asi :
XM=0+k-2n=k-2nw, kez

(porej. sik=-1, x= (—1) -27m = -2 7 esunmaximo de cos (x)

porej. sik 2, x=2-27m =47 esunmaximo de cos (x))

Minimos del cos (x)

Ademas, vemos que cos (x) alcanzael valorminimode -1 enx = 7w, resultado que se

repite cada unperiodode 2 r y estédnmarcados con color azulino

Este conjunto de minimos del cos (x) se escriben asi :
Xm=n+k-2n=(2k+1) n, kezZz

(porej.sik=-2, x= (2 (-2) +1) x = -3 esunminimo de cos (x)

porej.sik= 1, x=(2-1+1) 7=3x esunminimo de cos (x))

| 55
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c*Conjunto de Positividad del cos (x)

Asimismo, el graficodel cos (x) nos permite escribir el conjunto de

positividad como unién infinita de intervalos
9 7 5 3 T 3 5 7 9

C"=. ...U(——n, ——nJU(——n, ——n)U(——, —)U(—n, —n)U(—n, —nJU....
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

los extremos izquierdos de los intervalos se repitencada2 n

Idem los extremos derechos

T
extremos izquierdos de los intervalos » - —+k - 27w = (2 k- —] b
2 2

7
extremos derechos de los intervalos » —+k -2 = (2 k+ —) b4

2 2
c+=g ((2k-§) 7, (2k+§) 7r)
(porej. sik=-2, el intervalo ((2 (-2) - i) T, (2 (-2) + %] 7r) = (—zn, —%n)

pertenece al C* del cos (x))
c” Conjunto de Negatividad del cos (x)

De manera similar, el graficodel cos (x) nos permite escribir el conjunto de

negatividad como unién infinita de intervalos
7 5 3 b T 3 5 7 9 11

C™ =. ...U(——n, ——n) U (——71', ——J U (—, —n)U (—n, —n) U (—n, —n)U....
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

los extremos izquierdos de los intervalos se repitencada2 n

Idem los extremos derechos

b
extremos izquierdos de los intervalos » —+k - 27 = (2 k+ —J b
2 2

3 3
extremos derechos de los intervalos » —n+k -2nw= (2 k+ —] 7T

2 2
1 3
C'=U ((2k+—) n, (2k+—) 7r)
kez 2 2
1 3 7 5
(porej. sik=-1, el intervalo ((2 (—1) + —) 7, (2 (—1) + —] 7r) = (——7r, ——7r)
2 2 2 2

1 3 9 11
ysik=2, elintervalo([2-2+—]7r , (2-2+—) n) = (—71', _71')
2

pertenecen al C™ del cos (x)

nota:
f(x) =cos (x) , £f:R—R escontinuaentodoR
f(x) =sen (x) , f£f:R—R escontinuaentodoR

B R R R R b o o R R R R e s
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejcrcicio 12.- Completar la tabla.

a.
7 z/ 7/ 7/
3 0 s 74 /3 /2
sen(x) }’.’:
cos(x) \E/’; fl/,_:

sen (0) =0 sen (E) - g
wiier (o )

o° 30° 450 60° g0°

i s T A

t & 3 P 3 2

(t 0 1 V2 V3 .

sen = = =

3 2

cos(t) 1 53 V2 - 0
2 2

Ej12b) completar la tabla

b.
£y ‘; x: 3 W 2
* = J% r | =7 | -==& % —r 7,%
6 < 3 1 3|6
sen(x)

cos(x)
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5
sit= —rn (corresponde aun angulo sexagesimal de 150°)
6

pertenece al 2 do cuadrante :

1o cuadrante

FAY
tzn—tz%

5
Del grafico se ve que los valores de seno y cosenode — &

6

coinciden, en valor absoluto, con los valores del seno

y coseno del arco reducido al 1 er cuadrante £ = n-t

” 5 1 ~
esdecir t=nn-—mw=—mx = t=
6 6

o |y

Ademas observando el diagrama de la circunferencia se ve que
5 7 5 7
cos (—71') = -cos (—) y sen (—71') = sen (—)
6 6 6 6

Mirando la tabla de valores de seno y coseno para arcos

7T 1 b4 V3
en el 1 er cuadrante |sen (—) = — y cos (—) = ——
6 2 6 2

Por lo tanto,

cos (=] = - cos (%)
sen (2] = sen () -

RED
2

N |-



Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb | 59
7r 2z -
Ahorat = -— (corresponde a un angulo sexagesimal de - 60°)
3

Hagamos el graficode la circunferenciade radio 1 y marquemos

7
t = - — (al ser negativo se recorre en sentido horario)
3

——

AN
= 8
sen(ﬂ). s
3
T
cos(g)
A 1
5 5
sen( 375)[ sen( 3)
T
t=- —
3

es equivalente a:

T 2n-m/3= 27

que pertenece
al 4to cuadrante

Entonces

cos [-Z) =cos (2) ¥ sen (-Z) < sen (%)

mirando en tabla de valores de seno y coseno para arcos del

1 er cuadrante y como :

3 3 2
Por lo tanto
bis 1 7T 3
cos |-—| =— Yy sen |-—| = - —
2 2
5 ) .
Ahorat=—r (corresponde a un angulo sexagesimal de 225°)

Como t pertenece al 3 er cuadrante :

t=t-n = t= -7 =

s |o
|
N
n
oy

Si hacen el diagrama de la circunferencia de radio y marcan
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. 7
t=—nmw y t=-—
4 4

podran ver que :

5 7 V2
cos|—mw|=-COsSs |—]| =—-—7"
4 2
5 bl 2
sen |—rxwx|=-sen|—| =-—"
4 2
7
Ahorat=—nm (corresponde a un angulo sexagesimal de 420°)
3

como

w | o

7 7
n=27n estearcot = — 71 sepasdé —delvuelta y termina
3 3

Tt
enelmismo (x, y) sobre la circunferenciade radio 1 que para —

7
Analiticamentedecimos queat = — i le restamos 1 vueltade 2 x
3

~ 1 i
paraobtenert= —n-2x= —
3 3
Entonces
7 ~ 7
=—n y t=-—
3 3

Por lo tanto

e (3] o3

(0]

)

fa)
—_—
I

|
N———
1

(0]

)

fa)
—_—
Wy
[}

N |-
o

3
Ahorat=-—om (corresponde a un dngulo sexagesimal de - 135°)
4

Si hacenel graficode la circunferenciade radio 1 y marcan

3
t = - — 7 (al ser negativo se recorre en sentido horario)
4

va a "caer" en el 3 er cuadrante

3
El andlogo positivode - — 7 se obtiene sumando 2 &
4

3 5
Entoncest=-—nw+2mw= — 7 (225°)
4 4

El correspondiente arco del 1 er cuadrante que tiene valores de

~

5
seno y coseno iguales en valor absolutoat=—mnes t
4

o>
n
o
1
N
I
)
|
1
N
I
P
|
n
PN
o>
I
PN
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Simiranel diagrama que hicieronde la circunferenciade radiol

5 ~ T
conlosarcost=—7n y ¢t=

4 4
veran que :
5 Vg 5 7T
cos (—71') = - cos (—) y sen (—71') = - sen (—)
4 4 4 4
De la tabla obtenemos los valores de

4

cos (Z) = sen (%) V2

Por lo tanto

5] meon (Gr) om e (3) -3
cCos |-—Tm| =COos |—7n]|=-¢Ccos |—)|=-—7
4 2
5] -men (G) oo men () -2
sen |-—Jix|=sen |—rn|==-sen|—| =-—
4 4 2
Ahora t = al (corresponde a un d&ngulo sexagesimal de 60°)
3

los valores de seno y coseno ya estan tabulados por ser

del 1 er cuadrante

7T 7T \/_
w(@)d v ()

7
Ahorat=—or (corresponde a un dngulo sexagesimal de 210°)
6

t pertenece al 3 er cuadrante
Por lo tanto

el arco del 1 er cuadrante que genera valores de seno y coseno iguales

envalor absolutoes t = t-x:

t = T -7 =

o |
oy

Simiranel diagrama que hicieronde la circunferenciade radiol
7 ~

conlosarcost=—7n y ¢t=
6

o |y

se ve que
7 7T 7 7T
cos (—71') = - cos (—) y sen (—71') = - sen (—)
6 6 6 6

\3

4 1
Como por tabla cos (—) = —— y sen (_) = =
2

Finalmente tenemos :

| 61



62 | Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

(57)=-ees(3) -3
cos |—mw| =-COS |—| =- — Y
6 2
(57) === (3) -~
sen |—n|=-sen|—| =- —
6 6 2
Ahora t = - al (corresponde a un dngulo sexagesimal de - 45°)
4

Si hacenel graficode la circunferencia de radio 1 y marcan

Tt
t =-— (al ser negativo se recorre en sentido horario)
4

va a "caer" en el 4 to cuadrante

T ~
El andlogopositivode t = - —es , sumando 2 i, y 1lo l1lamamos t
4
- 7T 7
t=-—4+2nw=—7rx
4 4

Por lo tanto

el arcodel 1 er cuadrante que genera valores de seno y coseno iguales

envalor absolutoes &t =2x-E:

t=2n-

NN

s
nT= —
4

Simiran el diagrama que hicieronde la circunferenciade radiol

7T ~ 7 ~ 7T
conlosarcost=-— ,t=—n y t=-—
4 4 4
se ve que :
7T 7 7T
cos (——J:cos (—n):cos(—) y
4 4 4
(3] = (5] - 2en )
sen |[-—| =sen |— x| = - sen | —
4 4 4
7T 2 7T
Como por tabla cos (—) = —— =sen (—)
4 2 4
Finalmente tenemos :
7T 7 7T 2
COsS |[-—)]) =CcOosSs | — 7T =Ccos |—)| = — Y
4 4 4 2
7T 7 7T 2
sen ([-—)| =sen |—7t =-sen|—| =- -
4 4 2
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0
]
=]
—_——
| o
N
S———
n
I
0
]
=]
—_—
' Sy
N
n
I
N|N N|§|

Q

o

7]
—_—

| o

N
——

n

1

Q

o

7]
—_—

|5
P

n

1

)

[]

=]
—

| <
.

1

1

)

[]

=]

(]

1

1

(o]

[o]

[7]
—_——

| <

N
S——

1]

1

(o]

[o]

[7]
—
oy [
—_

1]

1

N |-
=

7]
(1]

=]

I
Iy
—_
n

]
[
-]
—_—
| <3
N
SN—
1

|

7]
(1]
=]
Iy
—_
1

|
N

b.
5 5 7 3 / ]
. & _a/ 2. L - T do | gl
X 673' /3 4;‘3’ 3;( 7 ”//3 6/; ’/4
sen(x)

cos(x)
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150° -60° 225° | 420° | —135° 60° 210° | —45°
5 o 5 7 3 s 7 om
k 5" 3 | || B i p

1 3 2 3 2 V3 1 V2

sen(t) s ,£ _‘/__ £ ,f s . _=
v 2 2 2 2 2 P 2 2

Y \_@ 1 Vv 2 1 \/E 1 \E ‘/:
oSt - = N i e pu s ¥e
2 2 2 2 2 2 >

B T R R e R

Ejercicio 13.- Encontrar todos los x e[—7: 7] tales que

@ sen(x) =% @ sen(x) = ——\2;:
5 )
@ sen(x) = —£ d. sen(x)=-1

e. cos(x)=— @ cog(,\-):_%
g. cos(.\'):T_ @ cos(x)=1

3]

& el

Ej 13 a)

Para la resolucién de ecuaciones con funciones trigonométricas

tenemos que acudira :

.- diagrama de la circunferencia de radiol

n
.- tablade valores de senoy cosenoen [0, —]
2

.- graficode la funcién seno o coseno

Resolver la ecuacién trigonométrica

1
sen (x) = — no es otra cosa que encontrar los puntos de interseccién
2

1
de la funcién sen (x) con una funcién lineal constante g (x) = —
2

bis
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , =
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0° 30° 45° 60° 9(°
T I8 T m
t 0 3 Z 3 Z
(t) 0 . 2 v 1
ol 2 2 %
2 1
cos(t) 1 V3 = ~ 0
2 2 2
1 7
vemos que sen (t) = — parat= — (30° grados sexagesimales)
2 6

Perono es la inica solucién

Hagamos el diagrama de la circunferencia de radio 1 paramarcar los

1
arcos cuyo seno es —
2

=
™

7T 1
Del diagrama vemos que no solamente t = — es soluciénde sen (t) = —
6 2

5
sino que tambiént = — 1 verifica la ecuacién

| 65
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1
Veamos un grafico conjunto de sen (x) y la rectahorizontaly = —:

1
Plot[{Sin[x] , —}, {x, -2, 27}, PlotRange » {{-2nm, 27x}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio~» 0.5]
2

.
e
P
x
g
P
Nl

|

7
En el intervalo [0, —] , el punto de color rojo es la solucién x = —
2 6

5
y el de color azul correspondea x= — 7
6

Pero como el grafico de sen (x) se extiendea + y - «©

1
habra dos conjuntos infinitos de soluciones de 1la ecuacién sen (x) = —
2

el conjunto de los puntos rojos y el conjunto de los puntos azules

Es la caracteristica de periodicidady simetria de la funcién sen (x) la que hace

que existan estos dos conjuntos infinitos de soluciones

Obsérvese que tanto los puntos rojos como los azules se repiten cada vueltade 2 n

recorridas tanto en sentido antihorario como en sentido horario

El primer conjunto, generado por la soluciénde color rojo, se escribe asi :

7
Sy : X1=—+k-2n, kezZ
6

El segundo conjunto, generado por la solucién de color azul, se escribeasi:

Ss: Xp=—n+z2-2n% , Z€Z
6

1
Entonces el conjunto S solucién de la ecuacién sen (x) = —parax € Res:
2

S=81USZ={xe]R: x=£+k-27r , keZ}U{xe]R: x=i7r+z-27r , zeZ}
6 6

Sin embargo, como enel ejerciol3 a) nos piden encontrar sélo las soluciones de
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1
sen (x) = —parax € [-m, ] , veamos cudles solucionesestanen [-7, 7]
2

Primero veamos cudles de las soluciones "rojas" pertenecena [-7, 7]

T
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoenx = —+k - 27w

6
b
sik=0 = x=—+0-2n=
6
7 s 11 11
sik=-1 = x=—+ (—1) -2nr=— -2mxr=-—n NOesunadeellaspues - — 7 < -7
6 6 6
7 7 13 13
sik=1 = x=—+1-2nm=— +2n=—m NOesunadeellaspues — 7 > 7
6 6 6 6
b b
Entonces para las soluciones generadas por — sélo — € [-7, 7]
6 6
bis
s1={-}
6
Veamos ahora cudles de las soluciones "azules" pertenecena [-7, 7]
5
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoenx = — 7w+ 2 - 27
6
siz=0 = x=—n+0-2m=
6
5 17 1
siz=1 = xXx=—7n+1-2n=—7n+ 2n= —nn NOesunadeellaspues — 7 > 7
6 6 6
5 5 7 7
siz=-1 = x=—7n+ (—1) -2m=—nm-2n=-—7n NOesunadeellaspues - —7m < -7
6 6 6 6

5 5
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo —mwe€ [-m, 7]
6 6
5
S2 = {— 7r}
6
1
Finalmente las soluciones de sen (x) = —parax € [-7m, 7] son
2
7 5
S=s1US2=81= {E}U{Zn} =

s={Z. gn}

Si graficamos sen (x) y la rectahorizontal y =

N |-

se verifican estas solucionesen [-7, 7]

1
Plot[{Sin[x] , —}, {x, -2xm, 27}, PlotRange » {{-2nm, 27x}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio~» 0.5]
2
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///f“\\\ E //’“\\ E
sen(x) : ' \ .
/ \ : // \\ : 1
/ X_! v : 2
/ \ | E
/ 5 / \i
. - | Ly
-4 _r -2 . Z 5 ! i
'\ / % '51 n;\
LA\ / A
N\ /Y \
A / ¢ X
: W : \
: S . e
Ej 13 b) encontrar las solucionesde sen (x) = - 73 parax € [-x, 7]

T
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

0° 30° 15° 60° 90°
s T s I
t L 6 4 3 2
1 \5 \"5
sen(t) 0 - = = 1
- . 1
cos(t) 1 e £ - 0
2 2 2

T . V3
vemos que el arco t = — tiene un valorde sen (t) similara - —
3 2

salvo el signo
Justamente, el signo negativo nos estéa indicando que los x que buscamos

cuyo seno es negativo, pertenecen al 3 er y 4 to cuadrante
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u|ﬁ —
—
I

w|s

M3
t,=2n 7
3
5
] L=
3

De manera similar al Ej 13 a) para x € R tendremos dos conjuntos infinitos

V3

de soluciones de la ecuacidénsen (x) = - —

2
4
uno generadopor x = —n yotrogeneradoporx = — 7
3
Estos son:
El primer conjunto se escribe asi :
4
S1: X1=—n+k-2xwn, keZ
3
El segundo conjunto se escribe asi :
So: X2=—n+2-27w, ZELZ
3
: . . 3
Entonces el conjunto S solucidén de la ecuacidénsen (x) = -——parax € Res:

LB N}

4
S=S1U82={x€]R: x=—n+k-27w , kEZ}U{xE]R: X=—7n+z-27w , zEZ}

w

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de
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3
sen (x) = -—— parax € [-7x, n] , veamos cudles soluciones estanen [-, 7]
2

4
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —nw+k - 27
3

4

4 4
sik=0 = X=—7+0-27n7=—7n NOesunadeellaspues —7n > 7 y nopertenecea [-7, 7]
3 3 3

(Nota : siconk =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de k menores que 0)

4 4
sik=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=

3 3

4 4 8 8
sik=-2 = x=—7n+ (—2) c2wx=—mw-4n =-—nm NOesunadeellaspues - — 7 < -7

3 3 3 3
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo - — 7w € [-7, 7]

3

5
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
3

5
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —w+2 - 27
3

5

5 5
siz=0 = Xx=—m+0-2n= —nm queNOesunadeellaspues —7n > 7 y nopertenecea [-7, 7]
3 3

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de z menores que 0)

5
siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
3 3
7 7
siz=-2 = x=—n+(-2).-2x=—n-45x=-—n NOesunadeellaspues - — 7 < -7
3 3 3 3

5 T
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo - — € [-7, 7]
3 3

T
s2= (3]
3
. . 3
Finalmente las soluciones de sen (x) = - —— parax € [-m, 7] son
2

S=s1US2=81= {—%n}U{—g} =

V3

Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = - se verifican estas soluciones
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V3
Plot[{Sin[x] , ——}, {x, -2m, 27}, PlotRange » {{-2n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio ~» 0.5]
2

—

/ x\‘\sen( X)
I
osr / \

, \

2n =L \
3 3 \

—
L -
L L Lk L T —

o
/

-

e Tl o

S
=

-_--—--—---:j
/
::HH"“H_

¢ i \‘l}? \ /
l:;.‘ )’."/ b= < 7
S 2 LS
Ej 13 c) encontrar las solucionesde sen (x) = -—— paraxe€ [-m, 7]
2

Este ejercicioes similar al anterior Ej 12 b)

Como el seno es negativo los arcos solucién pertenecenal 3ery4 to

cuadrante

bis
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

bis
el arco cuyo valor de senode xen el 1 er cuadrante coincide en valor absolutoes —
4

Entonces los conjuntos soluciones seran :

7T 5
uno generadoporx = 1+ — = — 1 yotrogeneradopor x = 2 -
4 4

Y
I
RN
e

Estos son :

El primer conjunto se escribe asi :

5
S1: x1=—n+k-2n , keZ
4

El segundo conjunto se escribe asi :
So: Xo=—n+z-2n , z€Z
4

V2
Entonces el conjunto S solucién de la ecuacidénsen (x) =-——parax e Res:

I )

5
S=S1U82={x€]R: x=—n+k-27w , kEZ}U{xE]R: X=—7n+z-27w , zEZ}
4

»

| 71
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Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

2
sen (x) = -—— parax € [-x, n] , veamos cudles soluciones estanen [-7, 7]

5
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —7w+k - 27
4

5

5 5
sik=0 = X=—n+0-2mxr=—mn NOesunadeellaspues —n > y nopertenecea [-7, 7]
4 4 4

(Nota : siconk =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de k menores que 0)

5
sik=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=

4 4

5 5 11 11
sik=-2 = x=—7n+ (—2) c2wx=—mw -4 =-—m NOesunadeellaspues - — 7 < -7

4 4 4 4
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo - — 7w € [-7m, 7]

7
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
4

7
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —7w+2 - 27
4

7 7 7
siz=0 = Xx=—nm+0-2nm= —nm queNOesunadeellaspues —7n > 7 y nopertenecea [-7, 7]
4

4

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, nr] tendré que tomar valores de z menores que 0)

siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
4 4
7 9 9
siz=-2 = x=—7n+(-2) -2x=—n-4nx=-—n NOesunadeellaspues - —7n < -7
4 4 4 4

T Tt
Entonces para las soluciones generadaspor - — sélo - — € [-7, 7]
4 4
T
s:= (7]
4
. . 2
Finalmente las soluciones de sen (x) = - —— parax € [-m, 7] son
2

S=81US2=8: = {—%n}U{—E} =

se verifican estas soluciones

Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = -
2
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2
—}, {x, -2m, 27}, PlotRange » {{-2n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio ~» 0.5]

B

s e
//_
"--.‘\"\

parax € [-m, 7]

A X r =
\ Tz
g Z
. 1
Ej13 f) encontrar las solucionesde cos (x) = - —
2

bis
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

0° 30° 45° 60° 90°
T ir T It
t G 6 1 3 2
1 V2 V3
0 = = — 1
sen(t) 7 : 2
T 72
cos(t) 1 i i 0
2 2

b
vemos que el arco t = — tiene un valor de cos (t)

3

en valor absoluto al que buscamos

Miremos el diagrama de la circunferenciade radiol

1
— que es igual
2
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w3

COS(%TC)/ cos(5)

[y

cos(£m) = dos(

wr

:IT) —== cos(% ) :—% /

Es decir que para x € R tendremos dos conjuntos infinitos

1
de soluciones de la ecuacidéncos (x) = - — :
2 4
uno generadopor x = — nm yotrogeneradoporx = — 7
3
Estos son :

El primer conjunto se escribe asi :
2

Sy : X1=—n+k-2n , keZ
3

El segundo conjunto se escribe asi :

S, : Xp=—n+z2-2n% , Z€Z
3

Entonces el conjunto S solucién de la ecuacién cos (x) = - parax € Res:

2
S=81USZ={xE]R: x=—n+k-27m, keZ}U{xe]R: X =

3

1
2
4
—n+z-277 , zeZ}
3

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

cos (Xx) =-— @parax € [-m, r] , veamos cudles soluciones estanen [-7, 7]
2
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bis
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x= —+k - 27w

6
sik=0 = x=—n+0-2m=
3
2
sik=1 = xX=—7n+1-2n=—m+2n=—n NOesunadeellaspues — 7w > 7
3 3
2 2 4 4
sik=-1 = x=—7m+ (—1)-27r=—7r—27r=——7r NOesunadeellaspues - —7n < -7
3 3 3

2 2
Entonces para las soluciones generadas por — i tenemos — 7 que € [-7, 7]
3 3

4
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
3

4
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —w+2 - 27
3

4 4 4
siz=0 = X=—7+0-27=—7n queNOesunadeellaspues —x > 7
3 3 3

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de z menores que 0)

siz=-1 = x=—7m+ (—1) 27w =—n-277

8 8

4
siz=-2 = x=—7n+ (—2)-27r=—7r—47r -—mnm queNOesunadeellaspues - — 7 < -7
3

4 2
Entonces para las soluciones generadaspor —n essbélo-—n € [-7, 7]
3 3
2
Sz = {— - 71'}
3

1
Finalmente las solucionesde cos (x) =-— parax € [-7m, 7] son
2

S=S1U82=S1={§71’}U{—§7r} =

Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y = se verifican estas soluciones

1
Plot[{Cos[x], - =}, {x, -2 x, 27}, PlotRange » {{-27x, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2
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1 1
— i ' ’
M : 7 S ' o
\ cos(x) : / \ ' /
L} f
\.\ ] / \\ : /
\ 1 / \ ' /
' / \ ' /
\ - { 0 \ " I.,"r
\ : / \ ' .
\ . / \ 1 /-"
\ M / \ "
\ ¢ -2 \ zn : /
\ ' 3 / \ ? 1 f/
\ . / \ ! /
1 P - . + L L u) | .
\ : — ! , .
" \‘\ - o ]T: £ / \ .’T: . § {"Ir
\ ] \ 5 f
\.\ . ;'a \ ! /
\ ' / \ I /
: / \ ! /
\\ ' N —f-h- ,*A\ : .X
\ ' g 1 \ ! /
\ . / 2 \ - /
‘-.‘ " ,'; \ : /
\ f / \ ! J
\ ' J % ) f
. O _;__./ ; b __:__,/
! I

Ej 13 h) encontrar las solucionesde cos (x) =1 paraxe [-7, 7]

bis
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

0° 30° 45° 60° a0°
T vi nw T
t g 6 < 3 2
(1 . 1 V2 V3 .
5en = = T
2 2 2
V2 1
cos(t) @ V3 b - 0
2 2 2
vemos que el arcot =0xm =0 tieneunvalordecos (t) igualal
Entonces el conjunto solucién sera :
S: x=0+k-2n=k-2n, keZ
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x =k - 27
sik=0 = x=0-2n=0wm
sik=1 = x=1-2n=2mx NOesunadeellaspues2 7w > 7
sik=-1 = x-= (—1) -2mw=-27w NOesunadeellaspues -27< -7
Entonces

S={0} eselconjuntosoluciénde cos (x) =1 paraxe [-m, 7]
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = -1 severificaestasolucién

Plot[{Cos[x], 1}, {x, -27m, 2 7}, PlotRange » {{-2n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]



Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

/
I
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o
/
=

£
=
N

Ejercicio 15.- Encontrar todos los x € R tales que

2
@ sen(x) = —% b. sen(x)= £

@ cos(x) = —@ d. cos(x)=-1

1
Ej 15 a) Las soluciones de sen (x) = - — pertenecena todo R
2

Ya resueltoenelEj 14 a)

7 11
S=81USZ={xe1R rx=—n+k-27w, keZ}U{xelR P X=—n+2z-27, zez}
6 6
- . 7 1
S es el conjunto solucidénde sen (x) = - ; VxeR
1
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y=-— sevenestas soluciones
2

1
Plot[{sin[x], - —}, {x, -6, 6 x}, PlotRange » {{-6x, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

| 77
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10
sen(x)
0.5+
5|7 ~4nl 3% -2m| P -m; 0 o ° |2n I Jam P 5w
_1
2
1.0}
. 3
Ej15c) Lassolucionesde cos (x) = - —— pertenecena todoR

Ya resueltoenel Ej 14 c)

5 7
S=31U82={x€1R: x=g7r+k-27r, keZ}U{xelR: x=g7r+z-27r, zeZ}

S es el conjunto soluciénde cos (x) =-—— VxXE€ER

V3
Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y=-—— sevenestas soluciones
2

V3
Plot[{Cos[x], ——}, {x, -6, 6}, PlotRange » {{-6x, 67}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio—»O.S]
2
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1.
cos(x)
0.5
-15 -10 -5 5 10 15
-0.5
V3
1.0}

Ejercicio 16.- Resolver.

a. sen(x)=

@ sen(x) +% =0
1
@ cos(x) e 0

d. cos(x)=

w|,§|

e

Ej 16 b)

1
sen (x) + — =0 =
2

1
sen (x) = - —

1
Encontrar las soluciones de sen (x) + — = 0 que pertenecena [2 &, 5 7]
2

s
De acuerdo a 1la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

el arco que tiene el mismo valor enméduloes t =

o |y

1
Como la ecuacién nos pide sen (x) = - — negativo los arcos con seno negativo
2

serandel 3 ery 4 to cuadrante, esdecir:

t1

t2

~ T 7
n+t=mwm+—=—7r1 )4
6 6

| 79
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7 11
Estos arcos ti1 = —m y t2 = — 7 son los generadores de los conjuntos infinitos
6

de soluciones en todo R

7
X1=_7l'+k'27r ’ keZ
6

Xp0=—n+z-2n, z€Z
6

El primer conjunto se escribe asi :

7
S X1=—7n+k -2, kez
6

El segundo conjunto se escribe asi :

11
Ss: Xp=—n+Z2-2n, Z€EZ
6
. . 2 . 2 1
Entonces el conjunto S solucidén de la ecuaciénsen (x) = -—parax € Res:
2

7 11
S=81USZ={x€]R: x=—7nw+k-2mw , kEZ}U{xE]R: X=—n+2z-27m, zeZ}
6 6

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

1
sen (x) = -— parax € [27n, 5] , veamos cudles solucionesestanen [2 7, 5] ([360°, 900°])
2

7
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —7w+k - 27

6
sik =
7 7 7
0 = x=—7w+0-2m =—om (210°) NOesunadeellaspues — 7 <27 y nopertenecea [2 7, 5]
6 6 6
sik =
7
l = x=—7n+1-2nx=—7mw+2n=
6 6

7 7 31 31
sik=2 = x=—7+2-27x=—n+4x = —x (930°) NOesunadeellaspues — 7 >57x

6 6
7 7 5 5
sik=-1 = x=—n+(-1)-27x=—n-2x =-=xn (-150°) NOesunadeellaspues - — 7 <27
6 6 6
7
Entonces para las soluciones generadas por — m tenemos la solucién :
6
19
— 7 € [27m, 57
6
19
s1={—=n}
6

11
Veamos ahora cuales de las soluciones generadas por — 7 pertenecena [27x, 5x] ([360°, 900°])
6
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1
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = — m+z - 27

6
11 1 1
siz=0 = x=—n+0-21=—om NOesunadeellaspues — 7w <27
11
siz=1 = x=—n+l-2n=—7m+ 27n=
11 11 35 35
siz=2 = x=—x+2-25x=—x+4nx=—n (1050°) NOesunadeellaspues — x >5x
6 6 6 6
11 11 1 1
siz=-1 = x=—7r+(—1) 2= —n-2W=-—m (—30°)N0esunadee11aspues -—n<2r
6 6 6 6

11
Entonces para las soluciones generadas por — s tenemos la solucién:
6

— 7 € [2m, 5]

6
23
Ss = { —_— 7l'}
6
1
Finalmente las solucionesde sen (Xx) = - — parax € [27x, 5] son
2

S=S1USz=S1={%ﬂ}U{?ﬂ} =

S={£7r, 27(}

6 6
- = 7 1
S es el conjunto soluciénde sen (x) =-— Vxe€ [27m, 5]
2
1
Sigraficamos sen (x) y larectahorizontal y = - — severificanestas soluciones
2

1
Plot[{sin[x], - —}, {x, 0, 6 x}, PlotRange -» {{0, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

051
197
6
I 277
0.0 0 L . L
5 0

N =

| 81
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Ej16c) Encontrar las solucionesde cos (x) - — = 0 que pertenecena [-7, 2 7]

N |-

1 1
cos (x) -—=0 = cos (x)=—
2 2
b
De acuerdo a la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

el arco que tiene el mismo valor enméduloes t =

w Iy

1
Como la ecuacién nos pide cos (x) = — positivo los arcos con coseno positivo
2

serandel 1l ery 4 to cuadrante, esdecir:

~ 7
t1 = t = - y
3
~ nt 5
t2=2n-t=2n-—=—m
3 3
7T 5
Estos arcos t1 = — y t2 = — 7 son los generadores de los conjuntos infinitos

de soluciones en todo R

7T
X1=—+k-2n , keZ
3

Xp2=—7n+2-2n, Z€EZ
3

El primer conjunto se escribe asi :

b
S1: x1=—+k-2n , keZ
3

El segundo conjunto se escribe asi :

S : X2=—nN+2-271, Z€EZ
3

1
Entonces el conjunto S solucién de la ecuacidéncos (x) = — parax € Res:
2

S=81USZ={xE]R: x=£+k-27r , keZ}U{xE]R: x=§7r+z-27r, zEZ}
3 3

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

1
cos (x) = — parax € [-m, 27x] , veamos cudles soluciones estanen [-7, 2 7] ([—180°, 360°])
2

b
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —+k -2
3

sik=0 = x

bid
—+0-27w =
3

7T 7T 7 7
—+1.27x=—+25x=—x (420°) NOesunadeellaspues —7n>2x

3 3 3

sik=1 = x
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7 7 5 5
sik=-1 = x=—+(-1)-2x=—-25x =-—x (-300°) NOesunadeellaspues - —7< -7
3 3 3

Tt
Entonces para las soluciones generadas por — tenemos la solucién :
3

i
— € [-m, 2]

5
Veamos ahora cuales de las soluciones generadas por — n pertenecena [-x, 27] ([-180°, 360°])
3

11
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = — m+2z - 27

siz=0 = x=—7nw+0-2n=

3

11 11

siz=z=1 = x=—7w+1-25x=—7m+ 27r=—7r(660°) NOesunadeellaspues — 7 >2 7

3 3 3

5 5
siz=-1 = x=—7m+ (—1)c27r=—7r—27r=

3 3

11
Entonces para las soluciones generadas por — s tenemos las soluciones :

5 7
—ny -— €[-m, 2]
3 3
t 5
Sy=3-—, — 71
(-3 37

1
Finalmente las solucionesde cos (x) = — parax € [-7x, 2 1] son
2

7T nwt 5
S=8 S, =81 =1{— -—, =
1US2 1 {B}U{ 3 371'} =
Tt mw 5
S=4{-—, —, — 7
{ 3 3 3 }

S es el conjunto soluciénde cos (x) = Ve [-m, 2]

N |-

1
Sigraficamos cos (x) y larectahorizontal y = — severificanestas soluciones
2

1
Plot[{Cos[x], =}, {x, -2 x, 3x}, PlotRange » {{-2x, 37}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2
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/T

J\)

Ejercicio 17.- Hallar los ceros y los conjuntos de positividad y de negatividad de f.

Kx)= cos( x+%} en [-7:57]

b. f(x)=sen(2x)+1 en [-7.57]

@ Fx)=2 cos( 2x —% ] -1 en]-7;379

d f(x)=2 sen[ X —% +1 en [0:37]

e. f(x)=2sen’(x)=sen(x) en[-7:7]

L fix)= (% - sen(x)}cos(x) en [—7:.7]

Ej 17 a) HallarcC®, C*y C de £ (x) en los intervalos indicados

f (x) = cos (x+ E) en [-m, 5]
4

c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

f(x) =0 = cos(x+—)=0
4

Veamos dénde se dan los ceros del coseno

Plot[{Cos[x]}, {x, -4 n, 4 7}, PlotRange » {{-4x, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio —» 0.5]
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b
Observemos que los ceros sedanen — mas unmiltiplo enterode n, esdecir:

i
Xx0=—+k-t , keZ
2

i
Pero como tenemos cos (x + —) , los ceros de esta funcién se daran cuando :
4

i i
(x+—)=—+k-7r , kez
4 2

Despejamos x :

T (2—1)7r Pre
——-—+k-w=z=——4+k-w=—+k -t , ke€ez
2 4 4 4

X =
. bl
Entonces el conjunto de ceros de cos (x + Z) es :

C°—{xeDom(f)'f(x)—O}—{xeDom(f)'x—£+k-7r kez}
- : -0} = Px= o ,

Como nos piden sélo los ceros que pertenecena [-7, 5 7]

iremos tomando valores de k y chequeando que pertenezcana [-x, 5x] ([-180°, 900°])

T

Sik=0 = xg=—+0-7= (45°) si € [-w, 5]
4
T T

Sik=1 = x1=—+1-7w=—+x= (225°) si € [-n, 5]
4 4
7T 7T

Sik=2 = xXp=—4+2.-71=—+27n= (405°) si e [-7w, 5]
4 4
7T 7T

Sik=3 = x3=—+3-7=—+37w= (585°) si € [-nw, 5]
4 4
T T

Sik=4 = x4=—+4-7w=—+4x= (765°) si € [-n, 5]
4 4
T T 21

Sik=5 = xs=—+5-7m=—+5xr=—x (945°) no € [-m, 5]
4 4 4

Ahoraconk <0

| 85
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Sik=-1 = x1=

-n= (-135°)  si e [-x, 5]

7
Sik=-2 = x., -2x=-—o7 (-315°) no € [-w, 5]

F I

por lo tanto,

0 bid

C'={xe[-m, 5x] : £ (x) =0}={——7r, - —n, — W, — KT, —T7
4 4 4

T
parahallar el C* de cos (x+ —) en[-n,5x]  ([-180°, 900°])
4

C" = {xeDom (f) : £ (x) >0}

7T
cos (x+—) >0
4

Analisis auxiliar : el C* del coseno

Plot[{Cos[x]}, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4 7w, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]

-10

Del grafico se puede ver que el extremo izquierdo del intervalo de positividad

T
del coseno entre (— -, —) se repiteenunsaltode2n
2

Lomismo le sucede al extremo derecho de dicho intervalo

b
Entonces - — genera los extremos izquierdos de los intervalos de positividad
2

Tt
Xizquierdo = - — +k-2m , ke€Z
2

bis
mientras que — genera los extremos derechos de los intervalos de positividad
2

T
Xderecho = —+k-2m , keZ
2
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Es decir :

C*" del cos (x) esta formado por 1la unién de los intervalos :

T Tt
C+=U(——+k-27r, ;+k-27r

b
Ahorabien, como en realidad tenemos el coseno desplazado en — para la izquierda
4

bis
para cos (x + —] los extremos de los intervalos de positividad seran :
4

(pedimos que lo que esta dentro del argumento satisfaga los extremos del coseno, visto antes)

7T b4 T (—2—1)7r
(xizquierd°+—)=——+k-27r = Xizquierdo = - — - —+k 2= ——""—+k - 2nn=-—7w+k -2
4 2 2 4 4 4
7 7 T (2—1)7r
(xderech°+—)= —+k-2n1 = Xderecho = —-—+k -2 = +k-27n= —n+k-2
4 2 2 4 4 4
+ 7 2
Entoncesel C"de cos (x+ —| sera :
4
. 3 1
C =U -—n+k-2nw, —w+k -2
kez 4 4
Veamos cuéles de éstos pertenecena [-7, 5 7] ([-180°, 900°])

3 1
sik=0 = (——7r+0-27r,—7r+0-27r] ([-135°, 45°]) si

4 4

3 1 3 1

sik=1 = (——7r+1-27r,—7r+1-27r)=(——7r+27r,—7r+27r)=
4 4 4 4

= ([225°, 405°]) si
3 1

sik=2 = (——7r+2-27r,—7r+2-27r)=(——7r+47r,—7r+47r)=
4 4 4 4

= ([585°, 765°]) si

3 1
sik=3 = (——7r+3-27r,—7r+3-27r) -—7mT+6mW, —A+6T

4 4

n
—_—
»

»
~———

n

(2—17r, 2—57r] ([945°, 1125°]) no
4 4

Ahora veamos conk < 0

3 1 3
sik=-1 = (——7r+(—1)-27r,Z7r+(—1)-27r)=(——7r—27r,—71'—271' =
4

11 7
= [-=ax -= -495°, -315°
( . 47f] ([ ]) mo

7
Finalmenteel c*de cos (x + Z) paraxe [-7, 5] es :

| 87
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[ -2n 2o (3n 2o)u(2n 2

Veamos el grafico de cos (x + —)
4

s
Plot[{Cos[x+ —]}, {x, -2m, 6 7}, PlotRange » {{-2 7w, 67}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-»O.S]
4

|
|
|
|
|
|
5%

ar
|

\

7
parahallar el C” de cos (x+ —) en [-, 5] ([—180°, 900°])
4

C ={xeDom (f) : £(x) <0}

7
cos (x+—) <0
4

Analisis auxiliar : el C” del coseno

Plot[{Cos[x]}, {x, -4 n, 4 7}, PlotRange » {{-4x, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio —» 0.5]



Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

Del grafico se puede ver que el extremo izquierdo del intervalo de negatividad

nt 3
del coseno entre (— , — 7r] serepiteenunsaltode2
2 2

Lomismo le sucede al extremo derecho de dicho intervalo

b
Entonces — genera los extremos izquierdos de los intervalos de negatividad

T
Xizquierdo = —+k -2m , ke€eZ

3
mientras que — m genera los extremos derechos de los intervalos de negatividad

3
Xderecho = —nm+k-2nm , kezZ
2

Es decir :

C™ del cos (x) esta formado por 1la uniénde los intervalos :
big 3
C = (—+k-27r,—7r+k-27r)
U 2

7
Ahorabien, como en realidad tenemos el coseno desplazado en — para la izquierda
4

bis
para cos (x + —) los extremos de los intervalos de negatividad seran :
4

(pedimos que lo que esta dentro del argumento satisfaga los extremos del coseno, visto antes)

7T 7T T (2—1)7r Tt
(xizquierd°+—)=—+k-27r = Xizquierdo = —- —+k 27 =—""—+k -271r=—+k- -2
4 2 2 4 4 4
n 3 n (6-1) = 5
(xderecho+_)=_7r+k’27r = Xderecho = — M- —+k-2n=—"—+k-2n=—mw+k -2
2 2 4 4 4
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7T
Entonces el C” de cos (x + —) sera :

T 5
C'=U(—+k-27r, Zﬂ'+k-27r)

Veamos cuédles de éstos pertenecena [-7, 5 7] ( [— 180°, 900°] )

7T 5
sik=0 = (—+0-27r,—7r+0-27r) (45°,225°) si

4 4

b 5
sik=1 = (—+1-27r,—7r+1-27r)

T 5
(—+27r, —7r+27r)
4 4

4 4

= ([405°, 585°]) si

7 5 7 5
sik=2 = (—+2-27r,—7r+2-27r) (—+47r,—7r+47r)

4 4 4 4
21 ) 21
= —7r] ([765°, 945°]) si, perounaparte porque — m > 57
4 4
7 5 7 5
sik=3 = (—+3-27r,—7r+3-27r)=(—+67r,—7r+67r)=
4 4 4 4
25 29
= (_7!', —71'] ([1125°, 1305°]) no
4 4
Ahora veamos conk < 0
7T 5 7T 5
sik=-1 = (—+(—1)-271',—7r+(—1)-27r)=(——27r,—7r—27r)=
4 4 4 4
7 7
= (——ﬂ, ([—315°, —135°]) si, perounaparte porque - —n< -7
4 4

7
Finalmenteel c de cos (x + Z) paraxe€ [-7, S5n] es :

< 2 0(2 2] u(Er Ea) (o

T
Veamos el grafico de cos (x + —)
4

Tt
Plot[{Cos[x+ =]}, {x, -2, 67}, PlotRange » {{-2 7, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]
4
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Conclusién :

Para obtener el C°, C*, C” de cualquier funcién del tipo sen (7—() 6 de cos (7—()

del tipo sen (7—() 6 del tipo cos (‘H) con H==ztaxtb
teniendo calculados el C’, C*, C” de sen (x) 6 de cos (x)
reemplazamos los xpor *ax+b ydespejamos x

y alli salenel c%, c*, C" de sen (H) 6 de cos (H)

MACHETE PARA ESTUDIAR :)

c® del sen (x) ={xeR: x=k-n , keZ}

C* del sen (x) = U (2kn, (2k+1) 7)

kez

C- del sen (x) =U ((2k+1) 7w, (2k+2) 7)

kez

bis
Méximosdelsen(x):{xelR:x: ;+k-27r , kez}

7
Minimosdelsen(x):{erR:x=—;+k-27r , kez}
-------------------- 000 -——————— —mmmmmmm -

7
c® del cos (x)={erR: x=;+k-7r , kez}

C* del cos (x) =U ((Zk—i) 7, (2k+§) 7r)

kez

|
|
|
|
|
|
|
|
I
A}
U

St
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cdammsm)=LJ(Pk+%)u,@k+%)n)

kez

Maximosdelcos (x)) ={x€eR: x=k-2n , keZ}

Minimosdelcos (x)) ={Xx€R : x

2k+1)n , kezZ}

Ej17c) HallarC®, C*y C de £ (x) en los intervalos indicados

f(x)=2cos(2x—£)—1 en [-m, 3]
2

t—d—t—d—d—t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

b b
Nota : 2 cos (2 X - —) -1=2cos (2 (x - —J) - 1 es una composiciénde funciones asi :
2 4

compresiénde cos (x) a lamitad (el periodo se reduce a w ) cos (x) —cos (2 x)

b b
luego una traslacién en — a la derecha segun las x cos (2 x) —cos (2 (x - —))
4 4

una dilatacién al doble segin lasy (la amplitudde la onda se duplica)

o e e 5)) 2o ¢ < 3))

.- finalmente una traslacién segin las y hacia abajo en 1 unidad

oo fr- 3] 2o e ) -

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Plot[{2Cos[2x - Z] -1, Cos[x]}, {x, -2x, 27},
2

PlotRange » {{-2x, 27}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio - 0.5]

2cos(2x-Z) -1

2

cos(x)
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c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

7 7 7 1
f(x) =0 = 2cos(2x——)—1=0 = 2cos(2x——)=1 =cos(2x——)=—
2 2 2 2

T
Esto quiere decir que encomtrar los cerosde la £ (x) = 2 cos (2 X - —] - 1 se reduce
2

7 1
a encontrar los x que satisfacen la ecuacién cos (2 X - —) = —
2 2

b
En este caso hacemos las sustituciénH = 2x - — , entonces resolveremos
2
cos (‘H) = — para despues reemplazar H y despejar x
2

1
De acuerdo al signo positivo del coseno, cos (7—!) = — se cumple para
2

H =

Wy

5
enel ler cuadrante comopara H = —n enel 4 to cuadrante
3

El primer conjunto de soluciones es :

bid
H= —+k-2n , keZ
3

El segundo conjunto de soluciones es :

5
H=—n+z-27x , zZ€LZ

b
Ahora reemplazamos H = 2 x - — para despejarx :
2

7T 7T T o7 (3+2)7r 5
2x-—=—4+k - 2171 = 2x=—+—+k-2x=—"—+k-25n=—7w+k - 21 =
2 3 2 3 6 6

2x+k-27
s
2 12

Entonces :

5
S1: x= —n+k-mw , kezZ
12

bis
Ahora reemplazmos H = 2 x - — para despejar x en el otro conjunto de soluciones :
2

n 5 n 5 (3+10) =
2X-—= —A+Z2-2N0 = 2X=—+—N+Z-2A=—""—4+2Z2 -2T=—RA+Z-27T =
2 3 2 3 6 6
13
?7r+z-27r 13
= X=z———— = X= —A+Z- -7
2 12
Entonces :
13
S2: X= —n+z-m , ZE€EZ
12

Tt
Por lo tanto el c’de f (x) = 2 cos (2x— —) -1 entodoR es:
2

| 93



94 | Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

C°=51U52={x€]R:x= i7r+k~7r, keZ}U{xE]R: X = £ﬂ+z~7r, zeZ}

12 12
12 36
Veamos cuales de éstos pertenecena [-7, 3 7] ([—180°, 540°]) -—n=-w; —n=3nm
12 12
sik=0 = x=—mn+0-7m =
12
5
sik=1 = x=—7nw+l.-w = —mw+m=
12 12
5
sik=2 = X=—n+2-W = — AN +27=
12 12
5
sik=3 = XxXx=—n+3-w =—nxn+3nx=—rx no
12 12 12
Ahoraparak < 0
5 5
sik=-1 = x=—7r+(—1)-7r = — 7 -7n=
12 12
. 5 5 19
sik=-2 = x=—7r+(—2)-7r =— n-2x=-—n no € [-x, 3 7]
12 12 12

Entonces :

del primer conjunto de soluciones las que pertenecena [-7, 3 7] son :

-—m,
12

Veamos cudles de las soluciones del segundo conjunto

12
pertenecena [-7, 3 7] ([—180°, 540°]) - —n=-7;

12

— =3
12

13
siz=0 = x= —n+0.7w =

12

13

siz=1 = X=—7nw+l.-w = —mw+m=

12 12

13 13 37
siz=2 = X=—N+2-W = — RN +2x0=—7n no

12 12 12
Ahoraparaz <0

13 13
siz=-1 = x=—7r+(—1)-7r = — 7T - =

12 12

13
siz=-2 = x=—7r+(—2)-7r =—n-27n=

12 12

13 13 23
siz=-3 = x=—7r+(—3)-7r =—n-3n=-—7m no € [-m, 3]

12 12 12
Entonces :

del segundo conjunto de soluciones las que pertenecena [-7, 3 7] son:
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13
—r,
12
s
Por lo tanto el C’ de £ (x) = 2 cos (Zx— —) -1 en[-7m, 3nt] es:
2
o 11 7 7 5 13 17 25 29
= {——7r, -—n, —, —mn®, — RN, —nW, —, —7r}
12 12 12 12 12 12 12 12

bid
Veamos el graficode f (x) =2 cos (2 X - —) -1
2

bid
Plot[{2 Cos[2x— —] —1}, {x, -m, 3x}, PlotRange » {{-m, 37}, {-3.1, 1.1}}, AspectRatio~» 0.5]
2

2cos(2x- ;l) —

2

7
CalculemoselC*yelC de f (x) = 2 cos (2x— —J -1 en [-m, 3]
2

C*={xeDom (f) : £ (x) >0}

7
f(x)>0 = 2cos(2x——)—1>0
2

C ={xeDom (f) : £ (x) <0}

7
f(x) <0 = 2cos(2x——)—1<0
2

bid
Como f (X) = cos (x) es continua como también £ (x) = 2 cos (2 X - —) -1
2

usaremos el corolario del Teo de Bolzano para afirmar que entre dos ceros consecutivos
obienf (x) >0 6 f (x) < 0endicho intervalo entre raices consecutivas
Tenemos los ceros o raices entre [-7, 3 7] :
o 11 7 i 5 13 17 25 29
C” = {——7r, -—n, —, —@n, —x, —xN, —T7X, —71'}
12 12 12 12 12 12 12 12

Entonces los intervalos de evaluaciénde £ (x) entre raices seran :
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11 ] ( 11 7 ] 7 T T 5 5 13 13 17
[—ﬂr—_ﬂ ’ -, -—— T (—_ﬂ, _)i (_,_ﬂ); (_”,_ﬂ); (_71',_”];
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
17 25 25 29 29
(—n,—n);(—n,—n);( 7r,37r]
12 12 12 12 1
11lm 11 7w T m m 5% 5m 13w 13m 17w l?i @ 2bmr 29m 29w
TR R TR T L B TI T Bw ‘g |Yme | ‘mw | tmmt|
231 3 m T 3T 3.4 Tm In 65T
T2 Tz 4 n B 3 4 4 24
f(x) -0.482362 1 3 1 -3 1 5 1 -2.03185
f(x) es = + = + _ + = + "
EntoncesC'y C  de f (x) = 2 cos (2 X - —J -1 en [-7m,37x], son:
11 7 7 5 13 17 25 29
Cc* = (——n, ——nJ U (—, —n)U (—71', —n)U (—71', _ﬂ'J
12 12 12 12 12 12 12 12
y
11 7 b 5 13 17 25 29
C'=[—7r,——7r]U(——7r, —)U(—n,—n)U(—n,—n]U(—n,3n]
12 12 12 12 12 12 12 12

t—dt—d—d—d -t -t -ttt —F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Imagen, Amplitudy Periodo

Observemos el grafico de sen (x) y el de cos (x)

Vemos que el conjunto Imagen de seno y coseno es el intervalo [-1, 1]

Imagen (sen (x)) [-1, 1]

Imagen (cos (x)) [-1, 1]

Y que cada 2 mel grafico se repite: esto se llama periodoT

que no es otra cosa que decir que cada vueltade 2 i 1los valores de seno y coseno

vuelven a dar lomismo.

Se dice que tanto sen (x) como cos (x) tienen periodo 2 &

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Plot[{Sin[x]}, {x, -4, 4 7}, PlotRange » {{-4 7w, 4}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]
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19 > _
T=2m Amplitud

sen(x)

0.5

Imagen =[-1, 1]

-10 -5

T=271 AmplltUd

cos(x)

-10

t-t -t -+ttt -+t -+ttt -+ —F—F+ -+ —+-+—+-+—-+—+
En un sentidomas amplio consideremos la funcién f (x) = A - sen (bx) (Idempara coseno)
El factor |A| se 1lama Amplitud de la onda y el factor |b}, dentrodel argumento del seno estéa

relacionado al periodo T mediante la siguiente expresién:
27
b} = — (%)
T

{A} = Amplitud (*=*)
Es decir que la férmula de la funcién sinusoidal o cosinusoidal
nos da informacién sobre la Amplitud y el periodo de 1la misma
Ejemplol: Seaf (x) = 2sen (x) = 2sen (1 -x)
comob =1 aplicando (*)

27 27

11} =1= = T=—=2n
1

T
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f (x) = 2sen (x) tieneperiodo T =2

ComoA =2,y |A} = Amplitud, tiene Amplitud2

(el factor A comprime o dilata el conjunto Imagen (las "y") de acuerdo a si
0< |A} <1 6 |A} > 1 respectivamente, segun las "y")

Como Amplitudes 2, el conjunto Imagen de f (x) = 2sen (x) es [-2, 2]
+—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F—F—t—F—F—F—+—+

Plot[{2 Sin[x], Sin[x]}, {x, -4 n, 4 7}, PlotRange » {{-4x, 47}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio —» 0.5]

2F >

2sen(x)
T=27

P - n L 1 L L n L 1 L PR
\7 v

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

1 L L L L
-10 _2 -5

-2

1 1
Ejemplo 2 : £ (x) = sen (—x) =1-sen (—x)
2 2

1
comob = — aplicando (*)
2

1
£ (x) = sen (—x] tieneperiodo T=4rn (sedilaté segin las x)
2
ComoA =1, y |A} = Amplitud, tiene Amplitudl
1
Como Amplitudes 1, el conjunto Imagen de f (x) = sen (—x) es [-1, 1]
2
+—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F—F—t—F—F—F—+—+

1
Plot[{sin[—x], sin[x]}, {x, 0, 6 x}, PlotRange -» {{0, 6 1}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio -» 0.5]
2



Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

2 [
T=4r

1k
0 10 A

0 4
» I sen(x)

»
T=2m

A

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

1
Ejemplo3: f (x) = - —sen (-4 Xx)
3

comob = -4 aplicando (%)
27 b4
|-4}1 =4=— = T=—
T 2
1 b4
f (x) = -—sen (-4x) tieneperiodo T = — (se comprimié segtn las "x"y roté)
2

1 1
ComoA=-—,y |A| = Amplitud, tiene Amplitud — (se comprimié segtn las "y"y roté)
3 3

1 1 1
Como Amplitudes —, el conjunto Imagen de £ (x) = - —sen (-4x) es [-—, —]

3 3 3 3
bmtb—t -ttt -ttt -t —F—F b —F—F—d—F—F—F—F—+

1 1 1
Plot[{- —sin[-4x], Sin[x], -—, —}, {x, 0, 37},
3 3 3

PlotRange » {{0, 37}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]

[ 3
T T=27
sen(x)
0.5 k 1_ T = g
3 —_—

AN ANMVANNANWANA
BV RVAAVIAV.AV. AN
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t—t—dt—F—t—F—F—F—F—t—F—Ft—F—F = —F =t —F—F = —F—F—F—F—F -+

Ejercicio 19.- Hallar la amplitud y el periodo de f.

a. f(x)=cos(x+7) b. f(x)=3sen(2x)
€. f(x)=—sen(3x—m) d f(x)=2 cos{ % +7 /

Ej19a) Seaf (x) =cos (x+7n) HallarAyT
f(x) =1:-cos (x+m)

ComoA =1yAmplitud = |A] =
Amplitud=1

f (x) = cos (1-x+7r)
27

27
Comob=1y |[bj=— = |l}=1=— = =—nw=2n
T T 1
Tiene periodo 2 »
t 7
Veamos un graficode £ (x) = cos (x+x) entre [-—, — 7]
2

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

Plot[{Cos[x+7r], -1, 13, {x, —z, 17r}, PlotRange - {{—z, 17r}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio—>0.5]
2 2 2 2

05T CoS(X+77)

NS

T=2r7

Ej19b) Seaf (x) =3 sen (2 x) HallarAyT

£ (x) =3 - cos (2x)



ComoA =3 y Amplitud= |A}] =
Amplitud =3
f (x) = cos (1-x+7r)
27
Comob=2 y |[b}j=— = |[2}=2=
T

Tiene periodo n

Veamos un graficode £ (x) = 3 sen (2 x)

t—dt—dt—d—d -ttt -tk - —F —F =+ —

Repaso Practica 4 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

H

0]
NN

b

1]

b

entre [— %, 2 7r]

t—d -ttt -t —F - —+—+

| 101

Plot[{3 Sin[2 x], -3, 3}, {x, —E, 27r}, PlotRange -» {{—E, 27r}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio » 0.5]
6 6

3
3 [
I 3 sen(2x)
oL
1L
o/ 1
i hig
i 4
1k
ol
-3 I
Ej19c) Seaf (x) = - sen (3x—7r) HallarAyT

f (x) = (—1) - sen (3x—7r)

ComoA =-1 y Amplitud={A} =|-1}=1 =
Amplitud=1
f (x) = cos (1-x+7r)
2 2 2
Comob=3 y |b}j=— = |3}=3=— = T=-—-mx
T T 3
2

Tiene periodo ; 7
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e 7
Veamos un graficode £ (x) = - sen (3 X - 7r) entre [— -, 2 7r]
6

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

Plot[{—Sin[3x—7r], -1, 1%, {x, —2, 27r},
6

PlotRange -» {{—E, 27r}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]
6

1.0+
-sen(3x-7m)
051
0 s
6
-05F
=40+

Ej19d) Seaf (x) =2cos (i+7r) HallarAyT
2

1
f (x) =2 - cos (—x+7r]

2
ComoA =2 y Amplitud=|A} = {2} =2 =
Amplitud =2
f (x) = cos (1-x+7r)
1 27 1 1 27
Comob=—y |b}=— = |—|=—=— = T=4r
2 T 2 2 T

Tiene periodo 4 n

x
Veamos un graficode £ (x) = 2 cos (— + 7!') entre [0, 7 7]
2

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

x
Plot[{2 Cos[—+7r] , -2, 2}, {x, 0, 7x}, PlotRange -» {{0, 7x}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio » 0.5]
2
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2=
1
2cos(5+71)
al T=41
ol ‘ 37T . /5m . In
5 o 10 4 15 67T 20

-2

B R R R R b o o R R R R e s

Ejercicio 21.- Hallar los ceros, el conjunto de positividad y el de negatividad, los

maximos y minimos y la imagen de f. Hacer un gréfico aproximado.

2 Yy 7 ) ]
. f(x)=3sen ( 23 +z J en [0:27]
@ f(x)=2cos(3x—r7)-1 en [7:27]

c. f(x)=4cos

, e
2.\-—% ’ en [-7:7]

}—1 en [-7.7]

J

& Jfix)=2 sen{ 3x—

| N

Ej 21 a) Hallarc®, c*, C°, maximos yminimos e Imagen de £ con grafico aprox.

f (x) = 3sen (2x+£) en [0, 2]
4

7 7
f (x) = 3sen (2x+—) =3sen[2 (x+ ;)]
4

e i e e it S
Nota : respectoasen (x) £ (x) esuna

.- compresién segun el eje x a lamitad lo que hace reducirel priodoaT =

b
.- una traslacién respecto de las x en — para la izquierda
8

.- unadilatacién al triple segin lasy
+—t -t -t -t -t —F—F -+
ComoA =3y |A| es laAmplitud = Amplitud = 3

y como no hay una traslacién segun el ejede la "y" sera

Imagen (f) = [-3, 3]
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27
comob = 2 yb serelacionaconel periodoT apartirde |b} = —
T
2 2
tenemos |2} =2=— = T=—>=m
T 2

Periodode f (x) esT=r
Calculemos el C°
c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

planteamos £ (x) = 0

7 bid
f(x)=3sen(2x+—)=0 = sen(2x+—)=
4 4

wlo
[}
o
l

7
— sen (2x+—) =0
4

7
Si llamamos H = 2 x + — tenemos que resolver la ecuaciénsen (H) =0
4

es decir encontrar los ceros del seno como paso intermedio
Recordandoque sen (H) =0 para H=k-nw , keZ

Plot[{ Sin[#], -1, 1}, {H, -4, 4}, PlotRange » {{-4xm, 4}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]

1.0

sen(H)
0.5
[

-10 -5 5 10

-4t =31 -2t T 0 T 3 4
-0/5
-1.0

7
reemplazamos H =2 x+ — en las soluciones H=k -nm, k € Z despejamos x
4

big 7 'f"'k'" 7 bi
2x+—=k-" = 2x=-—+k- Wt = xXx= —=-—3+k.—
4 4 2 8 2

T
= loscerosdef (x) = 3sen (2x+ —) son :
4

b b
x=-—+k-— , kez
8 2

Veamos cuadles de estas infinitas soluciones estanenel intervalo [0, 2 x] ( [0 , 720°] )
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16
[0, 2] ([o, 720°]) 2x= — 7
8
7T 7T 7
sik = Xx=-—+0.—=-— no € [0, 2]
8 2 8
7 7 T (—1+4)
sik=1 X=-—+1.-—=-—4+—= T =
8 2 8 2 8
7T T 7T (—1+8)
sik=2 X=-—+2:—=-—4+ T = T =
8 2 8 8
. 7t 7T . 37w (—1+12)
sik=3 x=-—4+3.—=-—4— = T =
8 2 8 2 8
. 7T 7T 7T (—1+16)
sik=4 X=-—+4. —=-—4+27>= =
8 2 8 8
7 b i S5 (—1+20) 19
sik=5 x=-—+5.—=-—4 —=—"—""—"5w=—n noe€ [0, 2]
8 2 8 2 8 8
Ahoraconk < 0
. b bid o7 (—1—4) 5
sik=-1 x=-—+(-1).—=-—-—= T=-—7 no e [0, 2 ]
8 2 8 2 8 8

Por lo tanto, el conjuntode cerosde f (x) en [0, 27xt] es:
3 7 11 15

cl = {—7r, -, —T, —7r}
8 8 8 8

CalculodelC*yC~

bid
Como £ (x) = 3 sen (2 X + —) es continua
4

utilizaremos el corolario del Teo de Bolzano que afirma que entre dos ceros consecutivos
obienf (x) >0 of (x) < 0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [0, 2 7] :
o 3 7 11 15
Cc" = {—7r, -, —m, —7r} y [0, 2 7] como Dom (£f)
8 8 8 8
Entonces los intervalos entre raices, de evaluaciénde £ (x), seran:

3 3 7 7 11 11 15 15
[0,—71');(—7r,—7r];(—n,—n);(—n,—n];(—n,Zn]
8 8 8 8 8 8 8 8
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0 3:1:1 3r 7w 7 1l 11n 150 15u 9
' 8 8’ 8 8’ 8 8 ' 8 (—g 2
X (tomamos el 3In 55 5 9 13w 31w
prlnme:iio del 16 ) 8 8 16
intervalo)
f(x) 2.77164 -3 3 -3 1.14805
fix) es + - + i +

T
EntoncesC'y C de £ (x) = 3 sen (2x+ —] en [0, 2x], son:

4

3 7 11 15
c* = [0, —N)U(—n, —N]U(—n, 27r]

8 8 8 8
y

3 7 11 15
C™ = (—n, n] (—71', —71')
8

Tt
Calculemos los mdximos yminimos de £ (x) = 3 sen (2 X+ —) en [0, 2]
4

T
Maximos de £ (x) = 3 sen (2x+ —] en [0, 2] :
4

i
f (x) = 3sen (2x+—)
4

T
Llamamos H =2 x+ — = buscamos los méximos de 3 sen (H)

4

Mirando el grafico de sen () vemos que los maximos se dan para

b
H=—+k -2 , k €Z
2

Reemplazando #, despejamos x :

T oow 7 (—1+2) .
2x+—=—4+k-2n = 2x=-—+—+k-27n= n+k-2nx=—+k -2
4 2 4 2 4 4
f+k-27r 5
=% X = =—+k -

en

bis
ke€eZ sedanlosmaximosde f (x) =3 sen (2 X+ —)
4
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Veamos cuadles de ellas pertenecena [0, 2 7] [— =2 7r)
. 7T
sik=0 x=—4+0-.-7m=

7 7
sik=1 X=—+1-T=—+7m =
8

8
7 7 17
sik=2 X=—4+2-T=—+27W = —7N no € [0, 2 7]
8 8 8
Ahoraconk < 0
7 7 7
sik=-1 x=—+(—1)-7r=——7r=——7r no € [0, 2]
8 8 8

T
Minimos de £ (x) = 3 sen (2x+ —J en [0, 2 7] :
4

i
f (x) = 3sen (2x+—)
4

T
Llamamos H =2 x+ — = buscamos losminimos de 3 sen (#)
4

Mirando el grafico de sen (H) vemos que 1los minimos se dan para

3
H=—n+2-2n ,2 €Z
2

Reemplazando +, despejamosx :

T 3 x 3 (-1+6)

2X+—=—AA+Z-27T = 2X=-—+4+—TN+2Z-27= T+Z-20=—7T+2-27

5
=r+z-27
4 5

= X=——— = —7T+Z- -7
2 8
en :
5 L. 7
X=—n+Z-, ZELZ sedanlosm:.nlmosdef(x)=3sen(2x+—)
4
16
Veamos cuales de ellas pertenecena [0, 2 7] [— =2 n)
8

5
siz=0 X=—7n+0-7m=
8
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5 5
siz=1 X=—7m+1l-7wm=—mw+mw =
8
5 5 21
siz=2 X=—7+2 -T=—A+270 = — 7 no € [0, 2]
8 8 8

5
siz=-1 x=—7r+(—1)-7r=—7r—7r=——7r no € [0, 2 7]
8

7
Por lo tanto, losminimosde £ (x) = 3 sen (2 X + —) que pertenecena [0, 2] son :
4

%= {2 n, =)

T
Veamos un graficode £ (x) = 3 sen (2 X+ —)
4

7T Tt 9
Plot|{ 3sSin|2 -, -3, 3}, pm T Ty,
o [{ :Ln[ x+4] } {x " 471'}

PlotRange -» {{—E, grr}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio » 0.5]
4 4

Ej21b) Hallarc®, C*, C°, maximos yminimos e Imagende f con grafico aprox.

£ (x) =2cos (3x-7) -1 en [rx, 27]

£(x) =2cos (3x-7x) -1=2cos[3 (x—g)]

t—dt -t — = —F—

Nota : respectoacos (x) f (x) esuna
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27
3

compresién segunel eje x al tercio lo que hace reducir el periodoaT =

T
una traslacién respecto de las "x" en — para la derecha
3

una dilatacién al doble segin lasy

.- una traslacién respectode las "y" en 1l hacia abajo

+—t -t -t -t -t —F—F -+

ComoA =2y |A| es laAmplitud = Amplitud = 2

y como hay una traslacién segun el ejede la "y" en 1 hacia abajo sera
Imagen (f) = [-3, 1]

27
comob = 3 yb serelacionaconel periodoT apartirde |b} = —
T
2 2n 2
tenemos |3} =3=— = T=—=—mn
T 3 3

2
Periodode f (x) esT= g big

Calculemos el C°
c®= {x eDom (£) : £ (x) =0}

planteamos £ (x) = 0

f (x) = 2 cos (3x—7r) -1=0 = cos (3x—7r) =

N R
l

= cos (3x-n)

1
2
1
Si llamamos H = 3 x -7 tenemos que resolver la ecuaciéncos (H) = —
2

es decir encontrar los ceros del coseno como paso intermedio

Mirando la tabla de valores de seno y coseno para arcos en el 1 er cuadrante

1 7
vemos que cos (H) = — para H = —
2 3

Ahora el coseno es positivo para arcos enel 1 er cuadrante y en el 4 to cuadrante

b
En el 1 er cuadrante, es como vimos por tabla#H = —

3

En el 4 to cuadrante serad H = 2 it -

w |y

5
= -7
3
. 1 . s
las soluciones de cos (H) = — sondos conjuntos infinitos :

7 5
S1: H=—+k-2n ,kezZ 6 S2: H=—7n+z2-2n ,2€Z
3 3
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cos(H)

-10

-1.0+

1
Para obtener xde £ (x) tal que cos (3x—7r) = -
2
reemplazamos H = 3 x - 1 para luego despejar x :
En S; :
i 7 (3+1) 4
3x-n=—+k-2n = 3x=7w+ —+k-27m= n+k-2n =—n+k - 271 =
3 3 3 3
Lavk-2m
3 4 2
= X=——"—=—nw+k.- —nx
3 9 3
4 2
Entonces S; = {xe]R:x=—7r+k- -, kez}
9
Veamos el conjunto Sz
En So :
(3+5) 8
3x-wm=—n+z2-2n0 = 3X=7N+ —A+2Z2-20=—"—"R"N+2Z2 -2 = —7+2-271 =
3 3 3 3
L qvz.2m
3 8 2
= X=——— = —7+Z:-—7
3 9 3
8 2
Entonces S; = {erR:x=—7r+z-—7r, zez}
3
Por lo tanto,
4 2 8 2
S=81USZ={xe]R:x=—7r+k-—7r, keZ}U{xe]R:x=—7r+z-—7r, zez}
9 3 9 3

Este es el conjuntode cerosde £ (x) =2cos (3x-7) -1 entodo R

C°={xe]R:x=§7r+k-§7r, keZ}U{xe]R:x:%7r+z-§7r, zeZ}
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Veamos cudles de estas infinitas soluciones de ceros estan en el intervalo [x, 2 7] ( [180° , 360°] )

9 18

[7, 2 7] ([180°,360°]) = —®w , 2nx= —nx
9 9
Para S; en [, 2 x]
4 2
x=—7n+k.—
9 3
2 4
sik = X=—7n+0. —n=—7m no € [w, 2]
9 3 9
_ 4 2 4 2 (4+6)
sik=1 X=—7+1. —7=—7+—7m= T =
9 3 9 3 9
_ 4 2 4 4 (4+12)
sik=2 X=—7+2:- —=—7A+— = =
9 3 9 3 9
2 4 (4+18) 22
sik=3 x=—7w+3. —n=—7+27w= nT=—m no € [w, 2]
9 3 9 9 9
Ahoraconk < 0
_ 4 2 4 2 (4-6) 2
sik=-1 x=—7r+(—1)-—7r=—7r——7r=—7r=——7r no € [, 2 7]
9 3 9 3 9 9

1=4{—mn, —7T
5357
~ 9 18
Para Sz en [, 2 7] [, 2 7] ([180°,360°]) = —mx , 2x= —7
9 9
8 2
X=—7n+2Z2-—7
9 3
8 2 8
siz=0 x=—7w+0.—7n=—7m no € [w, 2]
9 3 9
_ 2 8 2 (8+6)
siz=1 X=—7m+1l.- —mw=—7mw+—7m= o=
9 3 9 3 9
8 2 8 4 (8 +12) 20
siz=2 X=—M+2.- —7T=—7+—7N= n=—7 no € [, 2]
9 3 9 3 9 9
Ahoraconz < 0
8 2 8 2 (8-6)
siz=-1 x=—7r+(—1)-—7r=—7r——7r=—7r= no € [, 2 7]
9 3 9 3 9

Por lo tanto, el conjunto de soluciones Sz de £ (x) en [, 27] es :
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~ 15
§={=n)
9

—_—n, —xw, —7N

10 15 16
¢ = { 9 9 9 }

CalculodelC*yC~

Como £ (x) =2cos (3x-n) -1 escontinua

utilizaremos el corolario del Teo de Bolzano que afirma que entre dos ceros consecutivos

obienf (x) >0 of (x) < 0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [, 2 7] :

0 10 15 16
C ={—7r, — T, —7r} y [, 2 7] como Dom (£f)
9 9 9

Entonces los intervalos entre raices, de evaluaciénde £ (x) , seran:

10 10 15 15 16 16
[71', —n); (_7!', —n); (—71', —n]; (_71', 27r]
9

9 9 9 9 9

[ lfl)'n:) 10w 15=% 157 16m (167{ o]
%y (5 9’ 9 g + "
X (tomamos el 197 2545t 31 177
intervalo)
f(x) 173205 -1.73205 1.73205 -1
f(x) es + - 3 -

EntoncesC'y C  de f (x) = 2 cos (3x—7r) -1 en [m,27x], son:

10 15 16
c* [n,—n)U(—n,—n]
9 9 9

Calculemos los maximos yminimos de £ (x) = 2 cos (3 X - 7r) -1 en [m, 2]
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Maximos de £ (x) = 2 cos (3x—7r) -1 en|[n, 2nx]:
f (x) = 2 cos (3x—7r) -1
Llamamos H = 3x-nm = buscamos losmaximosde 2cos (H) -1

Como el factor 2 genera unadilatacién segin las "y" de cos (H) yel -1 generauna traslacién

seguin las "y" los mdximos y minimos de 2 cos () - 1 se dan para los mismos x que para cos (H)
Mirando el grafico de cos (H) vemos que 1los maximos se dan para
H=k-27n , k €Z

Reemplazando H = 3 x -7, despejamos x :

n+k-2n 7w 2
3x-n=k-2n = 3x=n+k-2n = x=———=—4+k.—71
3 3 3
en
2 7 -
x=—+k-—n, k€Z sedanlosmaximosdef (x) =2cos (3x-mn) -1
3 3
3 3 6
Veamos cuéles de ellas pertenecen a [, 2 7] —n=n, —W=27
3 3
7 2 7
sik=0 Xx=—+0. —mw=— no € [w, 2]
3 3 3
7 2 t 2
sik=1 x=—+1.—mw=—+—7m =
3 3 3 3
i 2 4
sik=2 X=—+2:—7=—+—7 =
3 3 3 3
7 2 7 7
sik=3 x=—+3:-—mwm=—+2nw=—7 no € [, 2 n]
3 3 3 3
Ahoraconk < 0
7 2 2 7
sik=-1 x=—+(—1)-—7r=———7r=—— no € [m, 2]
3 3 3 3 3

Por lo tanto, losméaximosde £ (x) = 2 cos (3 X - 7r) -1 que pertenecena [7n, 2 7] son :
5

XM = {7'(', - 71'}
3

Minimos de £ (x) = 2 cos (3x—7r) -1 en([n, 2n]:

f (x) = 2 cos (3x—7r) -1

Llamamos H = 3x-nm = buscamos losminimosde 2cos (H) -1

Como el factor 2 genera unadilatacién segin las "y" de cos (H) yel -1 generauna traslacién

seguin las "y" los mdximos y minimos de 2 cos () - 1 se dan para los mismos x que para cos (H)
Mirando el grafico de cos (H) vemos que 1los minimos se dan para

H=n+z-27w , Z€Z
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Reemplazando H = 3 x -, despejamos x :

27w +z-27n 2 2
3x-w=nw+2-2n = 3X=N+N+Z -2 =27 +2 20 = X= ——1™——7 = —7T+Z- - —T
3 3 3
en :
2 2 L
X=—n+z-—7n, z€Z sedanlosminimosdef (x) =2cos (3x-7x) -1
3
6
Veamos cuales de ellas pertenecena [, 2 7] —n=n, —W=2T7
3
2 2

siz=0 x=—7nw+0.- —mw=—m no € [m, 2 7]

3 3 3

2 2 2 2
siz=1 x=—7w+l1l.-—7=—7+—7 =

3 3 3 3

2 2 4 6

siz=2 X=—7N+2: —=—N+—A=—7N =

3 3 3 3 3
Ahoraconz < 0

2 2 2 2
siz=-1 x=—7r+(—1)-—7r=—7r——7r=0 no € [x, 2 7]

3 3 3 3

Por lo tanto, losminimosde £ (x) = 2 cos (3 X - 7r) -1 que pertenecena [7n, 2 7] son :

xm={§7r, 27r}

Veamos un graficode £ (x) = 2 cos (3 X - 7r) -1

Plot[{2Cos[3x-7m] -1, -3, 1}, {x, 0, 2n}, PlotRange » {{0, 27x}, {-4.1, 2.1}}, AspectRatio » 0.5]
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2F |
» _2n
» | r=5
L |
]
[ : an
[ ! 3
0 a ; e -
0 7T 1070 :
L | 9 I
L | |
o | |
| I
I |
b | I
-2 | i
I 2 cos(3x-1) - 1 ! !
i I |
3 |
-3 I
|
L |
41 |

Resolver Ejercicios Surtidos Practica4: 2, 3, 5, 8 y 9

Ejercicios Surtidos Practica 4

t—t -ttt -+ttt —Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t —F—F—F—F—F—F—F—+—

Ejercicio 2.- Sean f(x)=4+In(x), g(x)=5x+2. h=fog y h ' la funcién inversa

de h. Calcular /™"y dar el dominio y la imagen de /™.

Ej 2 Surtidos Pract 4

f(x)=4+1n(x) g(x)=5%x+2 h=£f,g y h!lafunciéninversadeh
Calcular: h"!, Dom (h'l) e Imagen (h'l)

Veamos quién es h (x)

£o9) x) =£ (g (x)) =£ (5x+2) =1n (5x+2)

h (x) = 1n (5x+2)

veamos cudl es el Dom (h) :

como el logaritmo estd definido para cuando su argumento es positivo, debera ser :

2
5x+42>0 = 5x>-2 = x>-—
5

Calculemos la inversadeh :
planteamosy = 1n (5 X+ 2) y despejamos x como funciéndey

y=1n (5 X+ 2) = aplicando la funcién exponencial a ambos miembros :

| 115
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e¥ -2

5

1n (5 x+2)

e¥=-e = e¥=5%x+2 = 5x=ze¥-2 = x-=

e¥-2 . e* -2
intercambiamos xe—y = y =
5 5

Entonceshles:

X

e
h'!(x) = ——
Dom (h'l) =R (porque la funcién exponencial estd definida V x € lR)
1 2
Imagen (h' ) =Dom (h) = (—g, +00)

t—dt—d—d—d—t—t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F —F =+ —

4+2x

Ejercicio 3.- Sean f(x)= Fg y f7 1a fincién inversa de £ Hallar f~'(x) y dar

su dominio.

Ej 3 Surtidos Pract 4
£ (x) =3-e*2* pallar £! yDom (£7)
Vemos que Dom (f) = R (porque la funcién exponencial estad definida V x € ]R)

4+2 x

Paracalcular £ ! planteamosy = 3 -e y despejamos x como funciéndey

y=3 —eft2x  _,  ef*2x_3 -y = aplicando ln a ambos miembros

1n (e4+2x)=ln (3—y) = 4+2x=ln(3—y) = 2x=ln(3—y)—4 =

1n (3-y) -4
= X = ——— ahora intercambiamos x—y
2

1n (3-x) -4
2

£ (x) =

Calculemos el Dom (£71) :

como el logaritmo esta definido para cuando su argumentoes > 0, debera ser
3-x>0 = 3>x esdecir x<3

Dom (f‘l) = (—oo, 3)

Imagen (f‘l) =Dom (f) = R

t—dt—d—d—d—t—t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F —F =+ —

Ejercicio 5.- Sea f(x)=35sen(2x)+2. Determinar la imagen de f v hallar los

x €[—m: 7] para los cuales f alcanza el valor méximo.
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Ej 5 Surtidos Pract 4
Sea f (x) = 5sen (2x) +2

Hallar Imagen (f) ydar losx € [-m, nt] para los cuales f alcanza el valor maximo
ComoA =5y |A| es 1la Amplitud tenemos que Amplitud = |5} =5

Pero como f tiene una traslacién respecto al eje de las "y" en 2 unidades

hacia arriba el conjunto Imagen sera :

Imagen (f) = [-5+2, 5+2] =[-3, 7]

Busquemos ahora los maximos de £ (x) es decir los x tal que £ sea 7 en [-7, 7]

Comob = 2 yb serelacionaconel periodoT de f (x) mediante la expresién :

27 27 27

|b} = = |2}=2=— = T=—
2

—_— =TT
T
El periodode f (x) es T=r

Los lugares en donde f alcanza los maximos se veran comprimidos a lamitad respecto

a los xdel sen (x), debido al factorb

Ademés como £ (x) = 5 sen (2 x) +2 los maximos de £ (x) estaran en los mismos x que

los maximos de sen (2 x)
LLamemos H = 2 X entonces buscamos los maximos de sen (H)
+—+—-F+—+t—+—F—+—F—F+—F+—-F+—+—

Nota : cuando decimos maximos se refiere a los x

cuando decimos el Valor médximo que alcanza f nos referimosa lasy
+-+-F+—+—F+—F+—F+—F—F -+ -+ -+ -
los maximos de sen (H) estédnen:

b
H=—4+k-2n, kez
2

Reemplazando H = 2 x despejamos los xde £ (x) para los que alcanza el valor maximo :

’2—'+k-27r -

b
2x=—+k:-27n = x=—"""—=—+k-7m, ke€Z
2 4

Veamos cudles de esos x estédnen [-7, 7]

k>0

7
sik=0 = x=—+0-.-7w=

7
sik = = x=—+1.-1=—4+m1w=—m no € [-m, 7]
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k<O
T T
sik=-1 = x=24(-1)-7m=2-n=
4 4
7T T 7
sik=-2 S x=—+(—2) = —=-27mw=-—171 noe[—7r,7r]
4 4 4

Por lo tanto, losmaximosde £ (x) = 5 sen (2 x) +2 en [-7w, ] son:
3 big

XM = {— - 7T, —}
4

Veamos un graficode £ (x) = 5 sen (2 x) +2

5
Plot[{5sin[2x] +2, -3, 7}, {x, —Z7r, Zn},

PlotRange -» {{—En, Eﬂ'}, {-4.1, 8.1}}, AspectRatio » 0.5]
4 4

5 sen(2x)

4}
bt —d—d -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—d—F—F - —F—+

Ejercicio 8.- Sea f(x)=2sen(2x+—). Hallar los ceros y los valores maximo y minimo
._l

de f.

Ej 8 Surtidos Pract 4

T
f (x) = 2sen (2 X + —) Encontrar C° y los valores maximo y minimo de £
4

ComoA =2 y |A} eslaAmplitud, entoncesAmplitud = |2} =2

y como £ (x) no tiene traslacién segun el eje de las "y" el conjunto Imagenes :
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Imagen (f) = [-2, 2]

Luego, los valores maximo yminimo de f son :

1
N

Valor Maximo

1
|
N

Valor Minimo

7
Calculemos C’de f (x) = 2 sen (2 X + —J
4

c® = {x eDom (f) : £ (x) =0}

planteamos £ (x) = 0

b4 b4 0
25en(2x+—)=0 = sen(2x+—)=—=0
4 4 2

7
llamemos H = 2x+ — entonces sen (H) =0
4

Los ceros de sen (H) estanen:

H=k-mw, keZ

b
Reemplazando H = 2 x+ — paradespejarx:

Z+k
7 7 (‘ + -7r) 7 7
2%+ —=k -1 = 2x=-—4+k -1 — XxX=z —m— _ _—4+k.—
4 4 2 8 2

Entonces en :

bid bid
x=-—+k-— , kez
8 2
7
estan los cerosde £ (x) =2 sen (2 X + —J
0 Tt
C ={xe]R:x=—g+k-

T
Veamos el graficode £ (x) = 2 sen (2 X + —)
4

plot[{z Sin[2x+ z], -2, 2}, {x, -2m, 2n},
4

PlotRange » {{-2x, 27}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio - 0.5]
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2sen(2x+ %)

2t

+-+-F+—+—-+-—F+—-F+—-F—F+—-F+-F—F+—F-—F—F+—-F—F—F+—-F—F+—-F+ -t —F+—-F—F—F+—-F—F+—-F+—-F+—-F+—-F+ -+ -+
. P~ = ™ i T
Ejercicio 9.- Sea f:[0.7] — R dada por f(x)=2cos(x+—). Encontrar todos los
X

puntos en que el grafico de f corta a la recta de ecuacion y=—1.

Ej 9 Surtidos Pract 4

7
f(x)=2cos(x+—) £:[0, 7] > R

2
Encontremos todos los puntos en que el graficode f corta a la rectade ecuacién y = -1

Paraelloplanteamos :

7
f (x) =2 cos (x+—) =-1
2

b4 7T 1
2 cos (x+—)=—1 = cos (x+—)=——
2 2 2

7 1
Si llamamos H = x+ — resolveremos cos (H) = - — para luego reemplazar para despejar x
2 2

1
Entonces cos (H) = - —

se dapara arcosenel 2doy 3 er cuadrante y el arco en el 1 er cuadrante que tiene

~ A~ T
cos (t) = — es t=—
3
Entonces :
~ T 2
el arcodel 2 do cuadrantees n-t=n-—=—rx
3 3
~ T 4
el arcodel 3 er cuadrantees nw+t=7mw1+—= —x
3 3

Tenemos dos conjuntos de soluciones para cos (H) = - —
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2 4
S1 H=—n+k-2n, kez o) S2 H=—mn+z-27n, ZELZ
3 3

Tt
Reemplazando H = x+ — despejamosx:
2

para Si
7T T 2 (—3+4) 7T
X+—=—nm+k-2n7n = X=-—+—7n+k-2x=—""nw+k-2n7n=—4+k-2nm
2 3 2 3 6 6
7T
S : x=—+k-2n, kez
6
para Sz
s 4 (—3+8)
X+ —=—7M+Z-27T = X=-—+—JN+Z-27= T+2Z-20=—7w+2-27
2 3 2 3 6 6
S2 X=—7n+z2-2nx, ZEZ
6

S1USZ={x=£+k-27r, kEZ}U{x=2n+zc27r, zeZ}
6 6

Como Dom (£) = [0, x]
veamos cudles de las soluciones estanen [0, 7]

para las S:

sik=0 = x=—+0-2n=
6
7 7 13
sik=1 = x=—+1.2n=—+2n= —7x no € [0, n]
6 6 6
7 7
sik=-1 = x=—+(—1)-27r=——27r=——7r no € [0, x]
6 6 6
para las S
siz=0 = x=—7n+0-2mn=
6
5 17
siz=1 = x=—7nw+1.-2n=—w+2n= —x no € [0, 7]
6 6 6
5 5 7
siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=——7r no € [0, 7]
6 6 6
El conjuntode x endonde el graficode f secortacony =-1 en [0, ] es
w5
5 s
6 6

T
Veamos el graficode £ (x) = 2 cos (x + —)
2
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7},

Plot[{2Cos[x + Z] , -2, -1, 2}, {x, -Z,
represen-- | coseno 2

N w

. 3
PlotRange -» {{——, —71'}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio->0.5]

rango de representacic’)% cociente de aspecto
3
2_,
bis 1}
2 cos(x+ %) i i
I 6
1 1 - 1
0t |
b I
I
-2
3l

R R R T e T e T RS



